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Előszó a második kiadáshoz 


A Gráfelmélet jegyzet első kiadásának megjelenése óta összegyűlt tapaszta- 
lat alapján több anyagrészre már máshogy gondolok mint eredetileg. Ez az eltérő 
szemlélet bizonyos helyeken a jegyzet megváltoztatására ösztönzött. Néhány pon- 
ton az elemibb és algorítmikusabb látásmódot domborítom ki. 

A változtatásokhoz és a javításokhoz sokat segítettek a diákok és kollégák 
hozzám eljuttatott megjegyzései. Barát János és Király Zoltán a jegyzet teljes 
anyagát figyelő szemekkel olvasták át és megjegyzéseiket elküldték nekem. Külön 
köszönet illeti Őket. Óriási segítség volt a diákok visszajelzése. Többen részletes 
hibajegyzékkel jöttek a vizsgára. Ennek megvolt az eredménye, hiszen az odafigyelő 
olvasás, az olvasott részek mély feldolgozása a kapott jegyekben és a. gondolkodás 
kifinomultságában is jelentkezett. A sok szem ellenére bizonyára maradtak még 
hibák a jegyzetben, talán születtek újak is. Ezért a teljes felelősséget én vállalom. 
Továbbra is várom az olvasók észrevételeit annak reményében, hogy a további 
kiadások is egyre kevesebb hibát és jobban tárgyalt részeket fognak tartalmazni. 

Örömömre szolgált, hogy az újabb kiadás a gráfelmélet témakörének fejlődését 
is tükrözi. Egy bevezető gráfelmélet könyv is tartalmazhat jelentős problémákat, 
amely az élő kutatások fontos táplálója. A jelen könyv már az erős perfekt gráf 
sejtés megoldásáról ad hírt. 

Végül köszönetem fejezem ki az új kiadás előkészítése során kapott kutatási 
támogatásnak, az OTKA T34475 pályázatának. 


Hajnal Péter 


Szeged, 2003. 


Előszó 


Ez a jegyzet matematikus hallgatók számára tartott kombinatorika előadás 
gráfelméleti részéből, illetve programozó matematikus és közgazdász programozó 
hallgatók számára tartott gráfelmélet előadások alapján készült. Ez már mutatja 
a gráfelmélet többoldalú alkalmazhatóságát. A különböző alkalmazások gyakran 
sző szemléletet igényelnek. A szerteágazó kérdéskörök részletes tárgyalása, 
ző megközelítések és kapcsolatuk tárgyalása egyetlen egyféléves alapkur- 
zusnál hosszabb időt kívánna. 

A jegyzet főként az optimalizációs problémákat vizsgálja, és ahol lehetséges 
az algoritmikus szemléletet hangsúlyozza. 

Nem volt célunk az anyag tömörítése. Ha egy fogalom különböző helyeken 
szerepel, gyakran megismételjük definícióját. A különböző helyeken előforduló de- 
finíciók néha megfogalmazásban különböznek, mutatva, hogy egy fogalom sokfé- 
leképpen , önthető szavakba". Á különböző megközelítések segíthetik a fogalom 
mélyebb megértését. 

A gráfelmélet alapfogalmai nagyon egyszerűek, egy középiskolás számára is 
könnyen elmagyarázhatók. Ennek ellenére a felmerülő problémák megoldása már 
nagyon sok esetben túlmutat az elemi módszereken. A jegyzet feltételezi, hogy az 
olvasó a bevezető halmazelmélet, lineáris algebra, lineáris programozás, topológia, 
analízis, valószínűségszámítás kurzusok anyagával tisztában van. Természetesen 
a jegyzet jelentős része érthető első-, másodéves matematikus hallgatók számára, 
akik lineáris programozásról még nem hallottak. Hasonlóan topológiát nem ismerő 
programozó matematikus hallgatók is jól használhatják a jegyzetet. 

A magasabb módszerekkel való kapcsolatokat legtöbbször hangsúlyozzuk, de 
az ismertetett módszereket az olvasó megpróbálhatja ,elemi szintre transzfor- 
málni" 

A jegyzet első része a gráfelméleti fogalmakat ismerteti. Ez a rész önmagában 
olvasva. , nagyon száraz". Hatékonyabb, ha a konkrét problémákat tárgyaló fejeze- 
tek olvasásába fogunk, és ha ismeretlen fogalommal találkozunk, akkor a név- és 
tárgymutató segítségével megkeressük a számunkra hiányzó definíciót. 








ív Előszó 


A jegyzet 12 részre tagozódik. Mindegyikben további fejezetek vannak. A fe- 
jezeteken belül az állítások, definíciók, ábrák és feladatok folyamatos számozásúak. 
Tehát például a 9.8.5. ábra a kilencedik rész nyolcadik fejezetében az ötös számú 
ábra, ezt követheti a 9.8.6. lemma, majd a 9.8.7. tétel. 

A szokásos halmazelméleti fogalmakat, jelöléseket használjuk. Néhány nern 
szokásos jelölést külön fejezetben tárgyalunk. 

Az egyes fejezetekhez feladatok is tartoznak, ezeket megoldás nélkül közöljük. 
Ezek megoldása elmélyíti a tárgyalt anyag megértését. 

Egyetemista koromban a gráfelméletet Lovász László előadásaiból, illetve spe- 
ciálkollégiumaiból tanultam. Az előadások tartalma és stílusa egész életemre meg- 
szerettette velem a gráfelméletet és az egész kombinatorikát. Azoknak az előadá- 
soknak a hatása valószínűleg ezen a jegyzeten is érezhető. 

Külön köszönet illeti Lipták Lászlót, aki rendkívüli figyelemmel átolvasta és 
értékes megjegyzésekkel látta el a jegyzetet. Tanácsai nagyban javították a könyv 
használhatóságát. 

Szeretném megköszönni azoknak a diákoknak (név szerint Balogh János, Ba- 
logh Józset, Csaba Béla és Széles Tibor) munkájukat, akik a jegyzet korábbi vál- 
tozatát olvasták és megjegyzéseikkel segítették a hibák kiküszöbölését. 

Fáradozásaim ellenére a jegyzetben bizonyára maradt több elírás, rosszul meg- 
fogalmazott mondat és talán hiba is. Ezeket, illetve bármilyen, a jegyzettel kapcso- 
latos, megjegyzést nagyon szívesen fogadok a, kollégáimtól és a. jegyzet olvasóitól 
Ezúton is kérek mindenkit, hogy véleményét juttassa el hozzám. 

Végül köszönöm az OTKA F4024, T016349, FEFA 1595 és MKM, Alapítvány 
a Magyar Felsőoktatásért és Kutatásért 753/94 pályázatainak támogatását is. A 
könyv a Művelődési és Közoktatási Minisztérium támogatásával, a Felsőoktatási 
Pályázatok Irodája által lebonyolított felsőoktatási tankönyvtámogatási program 
keretében jelent meg. 





Hajnal Péter 


Szeged, 1997. 


Bevezető jelölések 


Ebben a fejezetben azokat a megszokott jelöléseket foglaljuk össze, amelye- 
ket külön definíció nélkül használunk. Legtöbbjük ismert a matematikus olvasó 
számára, de néhány nem teljesen szokásos. 

Az alábbiakban X,Y, Z mindig egy halmazt jelöl. 

XÜY az X és Y halmazok diszjunkt unióját jelöli, azaz Z — XÜY esetén 
Z - XUY és a jelölés azt a plusz információt is tartalmazza, hogy X és Y 
diszjunktak, azaz nincs közös elemük. Tehát Y — XIÚX2Ü...ÜX,4 azt jelenti, 
hogy az Y halmazt az XI, X2, . . . , Xx halmazok osztályozzák. Ha az X, halmazok 
nem üresek, akkor azt mondjuk, hogy az X; halmazok Y egy partícióját alkotják. 

X.xY az X és Y halmazok Descartes-szorzata vagy egyszerűen szorzata. 
XxXY - ((ry): ze XyyeY), azaz az X x Y szorzat azokat a rendezett 
párokat tartalmazza, amelyek első eleme (vagy koordinátája) az X halmaz egy 
eleme, második eleme pedig Y egy eleme. 

2X vagy P(X) jelöli az X halmaz részhalmazainak halmazát. Tehát Y c 2X 
akkor és csak akkor, ha Y C X. Jól ismert tény, hogy véges X halmazok esetén 

Fest 
fől Legyen k egy természetes szám. (7) jelöli az X halmaz k elemű részhalmazai 
által alkotott halmazt. Tehát 


7 Jol) elf) egy 


Jól ismert tény, hogy 9] — (IX) (ez bizonyos tárgyalások esetén a binomiális 
együtthatók definiálására szolgáló összefüggés). 

YX az X-ből Y-ba képező függvények halmaza. A halmazelmélet absztrakt 
tárgyalásánál minden matematikai objektumot mint halmazt fogunk fel. Speci- 
álisan 2 is egy halmaz: 2 — (0,1). Ezzel a megállapodással élve 2X-re két kü- 
lönböző értelmezésünk is van. Az egyik az X részhalmazai által alkotott halmaz: 
Hi.-(YIY CXI. A másik: H2 — (f) f:X — (0,1)). A két értelmezés külön- 
böző, de egymástól nem távoli. A két halmaz között egy bijekció is megadható: 
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x: Hi — Ha legyen az a leképezés, ami Y(C X)-hez azt a x(Y):X — (0,1) függ- 
vényt rendeli, amely Y elemein 1-et, X Y Y elemein pedig 0-t vesz fel. A x(Y) 
függvényt (vagy más jelöléssel élve a xy függvényt) az Y halmaz karakteriszti- 
kus függvényének nevezzük. Nyilvánvaló, hogy minden f:X — (0,1) függvény 
X egy alkalmasan választott részhalmazának karakterisztikus függvénye, továbbá 
egy halmaz karakterisztikus függvénye meghatározza, a halmazt (azaz x valóban 
bijekció). 

Legyen X egy n elemű halmaz. Ekkor RY az X halmazon értelmezett, valós 
értékű függvények halmaza. 


Példa. Legyen X egy kocka csúcshalmaza. Ekkor f € RF-re gondolhatunk úgy, 
hogy az x elemhez rendelt f(r) érték az r csúcs mellé van írva. 

A véges halmazokon értelmezett függvények megszokott felírása egy táblázat, 
a táblázatnak két sora van. Az első sor tartalmazza X elemeinek felsorolását, és 
minden x € X esetén alatta, a második sorban, az f(r) érték van. Ha rögzítjük 
az X halmaz elemeinek egy felsorolását, akkor a táblázat első sora elhagyható, 
azaz f-et leírja a táblázat második sora, ami egy n hosszú számsorozat, egy (n 
dimenziós) vektor. Így leírtuk R" és R" egy azonosítását, egy bijekciót a két hal- 
maz között. Azaz az X-en értelmezett függvényeket tekinthetjük úgy, mint egy 
vektor. Gyakran nem különböztetjük meg ezt a két szemléletet. Ez kezdetben 
szokatlan lehet, de több előnnyel jár. A vektorok használatánál sok jelölést meg- 
szoktunk, ami megkönnyíti munkánkat. Egyik a skalárszorzat. Tehát f,g € RX 
esetén ha f-et és g-t mint vektorokat tekintjük, akkor képezhetjük a skalárszorza- 
tukat: f-9- Dex f(z)9(z). A továbbiakban a két szemléletet egyenértékűnek 
vesszük, és a , kényelmesebbet" használjuk. 

Hasonló megállapodással élünk karakterisztikus függvény esetén. A vektor- 
ként értelmezett függvényt a halmaz karakterisztikus vektorának nevezzük. 

Persze ne felejtsük el, hogy a megfeleltetéshez szükség van az alaphalmaz 
elemeinek egy sorrendjére. Érdemes meggondolni, hogy a vektornyelvezet haszná- 
latával kapott fogalmak, eredmények nem függnek a sorrend kiválasztásától. 


Példa. Legyen V — (vi, v2, . . . , va) egy kocka csúcsainak halmaza (1. ábra). (Meg- 
jegyezzük, hogy a V halmaz fenti megadása egyben tartalmazza elemeinek egy 
sorbaállítását.) 

Legyen H a ívi, vs, ve, va) halmaz. Legyen h: V 6 R az a 0-1 értékű függvény, 
amelyet az 1. ábrán tüntettünk fel a h(r) függvényérték z mellé írásával. Legyen xHr 
az (1,0,1,0,0,1,0,1) vektor. Ekkor a H halmazt, a h karakterisztikus függvényt 
és a xy karakterisztikus vektort nem különböztetjük meg. Mindhárom ugyanazt 
a fogalmat írja le, a V alaphalmaz egy részhalmazát. A részhalmaz megadása azt 
jelenti, hogy tisztázzuk mely elemek tartoznak a részhalmazhoz. Esetünkben a 
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részhalmaz megadása: , vi eleme a részhalmaznak, va nem eleme a részhalmaznak, 
v3 eleme a részhalmaznak, va nem eleme a részhalmaznak, vs nem eleme a részhal- 
maznak, va eleme a részhaimaznak, v; nem eleme a részhalmaznak, és ug eleme a 
részhalmaznak". H, h és xH a fenti információ különböző kódolása. 





1. ábra 
Hal az (1,1,1,1,1,1,1,1) vektor, akkor 1 - xy — 4, a H halmaz elemszáma. 
kk kk xx 


Legyen v:X 6 Y és p:Y — Z két függvény. Ekkor po $ a két függvény 
kompozícióját jelöli, azaz pod: X — Z, ahol z € X esetén (4 o w)(r) — p(v(z)). 
kk kk k 

R, Og, N rendre a valós, racionális és természetes számok halmazát jelöli. RT, 
Ot és Nt a pozitív valós, pozitív racionális és pozitív természetes számokat jelöli. 
Tehát Nt — NI (0). R-o és 0. a nemnegatív valós és nemnegatív racionális 
számok halmazát jelöli. F2 a két elemű testet jelöli. 

kk kk k 

A további jelölések az analízis területéről valók. Mi csak a számunkra fon- 
tos speciális esetekben, N — N típusú függvényekre definiáljuk ezeket. Legyen 
f.g:N — N két függvény. 

f — olg) (olvasva: , f egyenlő kis ordó g"), ha g(n) / 0, ha n elég nagy, és 
Hol -— 0, ha n — 00. Tehát f — o(g) esetén azt mondhatjuk, hogy f nagyságren- 
dileg kisebb, mint g. 

f - O(g) (olvasva: , f egyenlő nagy ordó 9"), ha van olyan c pozitív konstans, 
hogy elég nagy n esetén Ifín)I £ e: gín). 

Példa. 142- ---4n — O(n?) — o(n3). 
kk k kk 

Inxn az n x n méretű egységmátrixot jelöli. Amennyiben a méret a kör- 
nyezetből kiolvasható, az indexet elhagyjuk. 04 — 04 a d dimenziós nullvektor. 
Ha a dimenzió a. környezetből kiolvasható, az indexet elhagyjuk. lg — ly aza 
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d dimenziós vektor, amelynek minden koordinátája 1. Amennyiben a dimenzió a 
környezetből kiolvasható, az indexet elhagyjuk. 
Ha d — IV(G)I, akkor (kissé pontatlanul) írhatjuk, hogy 14 € RY9. Az1 
vektor által reprezentált, V(G)-n értelmezett függvény az azonosan 1 függvény. 
kk kk ak 
5(H) a H halmaz összes permutációját tartalmazó csoport. 
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1. Gráfelméleti alapfogalmak 


Bevezető példák s Egyszerű gráfok e Részgráfok, izomorfizmus, példák e Grá- 
fok e Séta, vonal, út e Műveletek gráfokkal s Irányított gráfok e Páros gráfok 
e Síkgráfok e Fokszámok 


1.1. Bevezető példák 


Először látszólag független problémákat említünk. Ezen problémák közös vo- 
násainak felismerése vezet el a gráf fogalmához. Célunk a szükséges alapfogalmak, 
jelölések bevezetése. (Így ez a. fejezet nagyon , száraznak? tűnhet.) 

Azoknak az olvasóknak, akik számára a sok új fogalom szokatlan és nehezen 
követhető, azt tanácsoljuk, hogy nyugodtan kezdjenek a későbbi fejezetekhez, és 
ha ismeretlen fogalmakkal találkoznak, akkor az 1. fejezetet mint referenciát hasz- 
nálják. 

1. Probléma. Igaz-e, hogy egy 6 tagú társaságban mindig található 3 olyan személy, 
akik páronként ismerik egymást vagy páronként nem ismerik egymást. (A feladatban 
feltesszük, hogy az ismeretség kölcsönös.) 

H. Probléma. Bejárható-e a sakktábla huszárral úgy, hogy minden mezőre pontosan 
egyszer lépjünk és visszaérjünk a kiindulási mezőre? 


111. Probléma. Königsberg városában egy folyó található. amelyben két sziget és hét 
híd található a mellékelt 1.1.1. ábrán látható módon. 

Lehetséges-e egy olyan sétát tervezni (a mellékelt térképen látható területen), hogy 
minden hídon pontosan egyszer haladjunk át? 

IV. Probléma. Ádott egy számítógépes hálózat. Mit mondhatunk a megbízhatósá- 
gáról, ha azt tapasztaljuk, hogy egyszerre legfeljebb két kapcsolat romolhat el? 

V. Prabléma. Elhelyezhetők-e 0-k és 1-esek egy kör kerületére úgy, hogy egy adott 
körüljárási sorrend szerint az egymás után következő három számjegyet az összes 
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1.1... ábra 


lehetséges módon leolvasva minden 3 hosszú 0-1 sorozatot pontosan egyszer kapjunk 
meg? 

VI. Probléma. Egy kiuddélutánon tíz fiú és tíz lány vesz részt. Minden fiú legalább 
öt lányt és minden lány legalább öt fiút ismer. Táncolhat-e az összes résztvevő úgy, 
hogy minden táncoló párban lévő fiú és lány ismerje egymást? 

VII. Probléma. Egy telken három ház és három kút van. Tervezhető-e kilenc út 
úgy, hogy mindegyik háztól vezessen közvetlen út mindegyik kúthoz, és a kilenc út 
ne messe egymást belső pontban? 

A fenti hét probléma különböző struktúrákról szól. Az első egy társasággal 
foglalkozik, a társaság elemei között a feladat szempontjából egyetlen fontos reláció 
van: az ismeretség. Á második probléma , mögött" egy sakktábla áll, amelyről csak 
azt kell tudnunk, hogy a rajta lévő 64 mező valamelyikéről mely másikra léphet a 
huszár. A harmadik probléma , mögött" egy térkép van, szárazföldi egységekkel és 
köztük vezető hidakkal. A negyedik probléma számítógépek egy halmazával fog- 
lalkozik, amely gépek között összeköttetések vannak. Az ötödik probléma lényege, 
hogy tudjuk, hogy az egyes 3 hosszú 0-1 sorozatok közül közvetlenül melyik előzheti 
meg a másikat. A hatodik probléma ismét egy társaságról szól, ahol az ismeretség a 
kérdés szempontjából fontos reláció." A hetedik problémában hat pozíció és köztük 
vezető utak szerepelnek. 

Az előforduló hat struktúra fenti típusú felsorolása már mutat hasonlósá- 
gokat. Mindegyik egy véges halmazról szól, amelyek bizonyos elempárjai között 
reláció vagy kapcsolat (esetleg fizikai kapcsolat) áll. A hasonlóság nem felszínes. 
Mindegyik probléma ugyanazzal a fontos kombinatorikai struktúrával írható le. 


1.2. Egyszerű gráfok 


Az I. probléma vizsgálatát (mint nagyon sok más kérdés vizsgálatát) érdemes 
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konkrét esetek elemzésével kezdeni. Ehhez vennünk kell egy társaságot. "Termé- 
szetesen számunkra a társaság több tulajdonsága lényegtelen. Nem érdekes, hány 
nő és hány férfi van a társaságban. Hasonlóan lényegtelen (a feladat szempontjá- 
ból), hogy ki mikor érkezett meg, kinek mi a neve. Az egyetlen fontos adat, hogy 
ki kit ismer. Tehát a feladat megoldásakor egy konkrét társaság leírása, az lehet, 
hogy megadunk egy halmazt és ennek kételemű részhalmazait (az ismerős párok 
felsorolását). Így eljutottunk az egyszerű gráf definíciójához. 


1.2.1. Definíció. Egy G — (V, E) párt egyszerű gráfnak nevezünk, ha V egy véges 
halmaz, és EC 0. V elemeit a G gráf csúcsainak vagy pontjainak nevezzük. E 
elemei a G gráf élei. Ha hangsúlyozni szeretnénk a G gráf szerepét, akkor V(G)-t 
és E(G)-t írunk. 

Megjegyzés. A definícióban szerepel a ponthalmaz végessége. Minden probléma 
nélkül kimondbató a definíció végtelen V halmazra is. Ebben a jegyzetben mi csak 
a véges esettel foglalkozunk, így a fenti definíciót használjuk. Ha végtelen pont- 
halmazú struktúrát használunk, akkor végtelen gráfíról beszélünk. Egy ellentétes 
aStratégia" lehet a végtelen V halmaz megengedése a definícióban, és a szükséges 
esetekben véges egyszerű gráfok említése. 


Egy új fogalom bevezetése együtt jár egy új nyelvezet kialakításával is. A 
gráfelméleti tanulmányok első ideje felfogható úgy is, hogy egy új nyelvet tanulunk. 
Szerencsére a most. bevezetendő fogalmak és jelölések egyszerűek és szemléletesek. 

Az e — (u,v) € E(G) relációt úgy olvassuk, hogy ,,u és v az e él végpontjai? , 
na v csúcs illeszkedik az e élre", , az e él összeköti az u és v pontokat", , az u és v 
pontok szomszédosak" , , az e él lefedi az u és v csúcsot" , ,e egy uw él". Ezt írhatjuk 
úgy, hogy e — uv. 

A II. probléma mögött ís egy egyszerű gráf áll. Ponthalmaza a 64 mező. 
Egy mezőpár él, ha az egyikről a huszár léphet a másikra. Ennek a gráfnak az 
ismeretével a feladat annak számára is könnyen megérthető, aki különben sohasem 
látott sakktáblát, és nem ismeri a, sakk szabályait. 


Megjegyzés. Az , összekötöttnek lenni" egy kétváltozós reláció egy G gráf V csúcs- 
halmazán. Ennek ismerete meghatározza a G gráfot. Könnyű ellenőrizni, hogy ez a 
reláció irreflexív és szimmetrikus. A fenti gondolat megfordítható: egy V véges hal- 
mazon értelmezett irreflexív, szimmetrikus reláció meghatároz egy egyszerű gráfot 
(a gráf élei azok a pontpárok, amelyek relációban állnak). Így az egyszerű gráfok 
azonosíthatók speciális relációkkal. 


Hogyan írható le egy társaság? Azaz, hogyan adható meg egy egyszerű gráf? 
A definíciót követve egy véges halmazt és az ebből alkotott bizonyos párok felsoro- 
lását kell megadnunk. 
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1.2.2. Példa. A G gráfot definiáljuk a következőképpen: 
V(GY— (uv,w), E(G) — (uv, wv). 


Úgy is fogalmazhatunk, hogy egyszerű gráfok leírása esetén azt kell megad- 
nunk, hogy mely pontpárok szomszédosak. 

Ezek a leírások (különösen nagy gráfoknál) általában nehezen tekinthetők át. 
Sokkal szemléletesebb a következő geometriai ábrázolási mód: Minden csúcsnak 
feleljen meg a síkon egy kis karika. Minden élnek feleljen meg egy egyszerű görbe, 
amely a megfelelő él két végpontját reprezentáló karikát köti össze, és más karikán 
nem halad át. Az 1.2.3. ábrán négy példa látható: 


ug H I 





1.2.3. ábra 


Megjegyzés. Az 1.2.3. ábrán látható G gráf az előző példában definiált G gráf. T 
egy 6 tagú társaságot ír le az ismeretségek szempontjából. J pontjai a 4 x 4-es 
sakktábla mezőit reprezentálják, az élek a lehetséges huszárlépések. 

H, I és J esetén a pontokat nem neveztük el. A nevek sok esetben nem 
fontosak a feladat szempontjából, legtöbbször önkényesek is. 

A karikák jelentősége abban rejlik, hogy a pontok így nem téveszthetők össze 
az élek olyan metszéspontjaival, amelyek nem reprezentálnak csúcsot. 


Egy mésik lehetséges ábrázolási mód mátrixok használata. 


1.2.4. Definíció. . Legyen IG egy IV(G)I sorral és JE(G)I oszloppal rendelkező 
mátrix. A sorok a pontoknak, az oszlopok az éleknek felel meg. Egy v pont 
sorának és egy e él oszlopának kereszteződésében álló IGív, e) elem: 


Tal 1, havce, 

G06)— 10, minden más esetben. 
Ezt a mátrixot a gráf pont-él illeszkedési (incidencia-) mátrizának nevezzük. 
Megjegyzés. IG oszlopaiban két darab 1-esen kívül 0-k állnak. 


Egy másik, gráfot leíró mátrix lehet a következő: 
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1.2.5. Definíció. Az AG mátrix négyzetes mátrix, sorainak és oszlopainak száma 
IVEG)I. A sorok és az oszlopok is a pontokkal (V(G)-vel) vannak azonosítva. Egy 
(u, v) pontpárnak megfelelő helyen 


1, ha (u,v) c E(G), 
0, különben, 


Ac(uv) — ( 


áll. Ezt a mátrixot a G gráf szomszédsági mátrizának nevezzük. 


Megjegyzés. Ez a mátrix szimmetrikus. A gráf szomszédsági mátrixának elemei 
0-k és 1-esek, és a főátlóban 0-k szerepelnek. 


Feladatok 
1.2.6. Az alábbiakban egy-egy egyszerű gráfot definiálunk. Rajzoljuk le ezeket. 

(a) A gráf pontjai egy tetraéder esúcsai. Két pont össze van kötve, ha van köztük 
él. 

(b) A gráf pontjai egy kocka csúcsai. Két pont össze van kötve, ha van köztük él. 

(c) Egy kör kerületén vegyünk fel öt pontot. Gráfunk csúcsai a pontok által 
meghatározott (5) húr lesz. Két húrt összekötünk, ha nincs közös végpontjuk, 

(d) Gráfunk 4! csúcsa négy ember lehetséges sorbaállításait reprezentálja. Két 
csúcs össze van kötve, ha az egyik sorbaállításból két szomszédos ember fel- 
cserélésével a másik megkapható. 

(e) A gráf csúcsai Magyarország megyéi. Két csúcs őssze van kötve, ha a megfelelő 
megyék szomszédosak. 

1.2.7. Egy egyszerű gráf erősen reguláris, ha léteznek olyan d, k,l számok, hogy 

(1) minden v csúcsra [fe € E(Gy:veell 7 d, 

(ii) minden ítv,v) összekötött pontpárra [(w € V(G) : uw,wv € E(GYI — k, 
(iii), minden (u, vy nem összekötött pontpárra [fw € V(G) : uw,wv € E(GYYH-L 
Fogalmazzuk meg az (i)—(ii) tulajdonságokat a gráf szomszédsági mátrixa és mát- 
rixműveletek segítségével. 

1.2.8. Egy társaságban semelyik két, egymást ismerő vendégnek sincs közös isme- 
rőse, ezenkívül bármely két egymást nem ismerő vendégnek pontosan két közös 
ismerőse van. 

(a) Bizonyítsuk be, hogy mindenkinek ugyanannyi ismerőse van. 

(b) Mit mondhatunk a társaság létszámáról? 

(c) A társaságot reprezentáljuk egy gráffal. Legyen A a gráf szomszédsági mát- 
rixa. Írjuk le a gráfra (társaságra) vonatkozó feltételeket az A mátrix és a 
lineáris algebra nyelvének segítségével. 

(d)" Mit mondhatunk az A mátrix sajátértékeiről? 

(e)" Az előző kérdésre adott válaszunk alapján tárgyaljuk újra a b) kérdést. 


6 1.3. Részgráfok, izomorfizmus, példák 
1.3. Részgráfok, izomorfizmus, példák 


Az I. problémában az ott szereplő társaságból csak három személyre és a 
köztük lévő viszonyokra figyelünk. A megfelelő gráfelméleti fogalom természetesen 
definiálható. 


1.3.1. Definíció. Legyen G egy egyszerű gráf, és S C V(G) egy csúcshalmaza. 
Legyen Gls a következő gráf: V(GIs) — S, E(Gls) - E(GYn (3: Ezt a gráfot az 
S halmaz által feszíteti részgráfnak nevezzük. 

H aG gráf feszített részgráfja, ha H — Gls valamely S ponthalmazra.. 


Egy általánosabb fogalomhoz jutunk, ha egy S választott ponthalmaz esetén 
megengedjük, hogy élek hiányozzanak a G gráf §-en belül haladó élei közül. 


1.3.2. Definíció. H a G egyszerű gráf részgráfja, ha 


V(IHCVIG), és E(H)cE(GYN 8 ") 


k kk kk 

Az I. problémában a háromelemű halmazok által feszített részgráfokat vizs- 
gáljuk. A feladat azt kérdezi, hogy biztosan lesz-e köztük bizonyos típusú gráf. 
Az egyik típus az, hogy tetszőleges két csúcs össze van kötve. A második típus 
az, hogy egyik csúcs sincs összekötve. A két típus nem határoz meg egyértelműen 
egy-egy gráfot, hiszen a ponthalmaz tetszőleges háromelemű részhalmaza lehet a 
kiinduló gráf ponthalmazának. 

Amikor gráfok lerajzolásánál megjegyeztük, hogy gyakran nem fogjuk feltün- 
tetni a csúcsok elnevezését (hiszen erre legtöbbször nincs szükségünk), akkor már 
találkoztunk ezzel a , jelenséggel". Egy, a csúcsok elnevezését nem tartalmazó rajz 
nem definiál gráfot, csak egy típust. 


1.3.3. Definíció. — Azt mondjuk, hogy két egyszerű gráf, G és H, izomorf, ha 
létezik egy $: V(G) — V(H) bijektív leképezés úgy, hogy u és v akkor és csak 
akkor összekötött, ha $é(u) és $(v) is összekötött. 


A halmazelméletben járatos olvasó tudja, hogy a gráfok nem alkotnak hal- 
mazt. Így nem mondhatjuk, hogy az izomorfizmus egy ekvivalenciareláció a , gráfok 
halmazán" , és nem beszélhetünk ekvivalenciaosztályokról. Ennek ellenére az egy- 
mással izomorf gráfok , osztályaiból" jól leírt módon kiválasztható egy reprezen- 
táns, amelyet izomorfiatípusnak hívhatunk. Az izomorfiatípus, a, pontos definíció 
technikai nehézségei ellenére, egy szemléletes, intuitív fogalom. 





1.3.4. Definíció. Ha az előző definícióban G — H, akkor egy $ izomorfizmust a G 
gráf automorfizmusának nevezzük. 
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Legyen $1 és $2 két automorfizmus. Ekkor $1 o $2 is egy automorfizmus, a, ki- 
induló automorfizmusok szorzata. Az automorfizmusok ezzel a szorzással csoportot 
alkotnak. 

1.3.5. Definíció. Legyen Aut(G) a G gráf automorfizmusainak a fenti szorzásra 
vett csoportja. 
Megjegyzés. Egyszerű gráfok esetén Aut(G) C S(V(G)). 

Izomorfizmus eldöntése igen fogós probléma lehet. A probléma nehézségét 

később néhány feladattal demonstráljuk. 
kk x ak 

Az I. probléma valójában azt kérdezi, igaz-e, hogy egy 6 pontú egyszerű gráf 3 
pontú feszített részgráfjainak izomorfiatípusai között szükségszerűen előfordul két 
speciális típus valamelyike. 

A továbbiakban speciális gráfokat, illetve izomorfiatípusokat definiálunk. 
1.3.6. Definíció. Es az S ponthalmazon értelmezett üres gráf, ha V(Es) — S, és 
E(Es) — 8. 

Es és Er akkor és csak akkor izomorf, ha ISI — ITI. En az n pontú üres 
gráfok izomorfiatípusa. 

1.3.7. Definíció.  Ks a teljes gráf az S ponthalmazon, ha az az egyszerű gráf, 
amelyre V(Ks) — S, és E(Ks) — (3). 

Tehát ez a maximális egyszerű gráf az S ponthalmazon. A Ks és Kp teljes 
gráfok akkor és csak akkor izomorfak, ha [5] — ITI. Ka az n pontú teljes gráfok 
izomorfiatípusa. 

1.3.8. Definíció. Legyen R — (R, £) egy véges, rendezett halmaz. Pk, az R által 
definiált útgráf vagy út, az az egyszerű gráf, amelyre V(Pg) — R, és 
E(PR) — (uw : a rendezésben v az u rákövetkezője, vagy fordítva). 

PR — Pr akkor és csak akkor teljesül, ha R" — R, vagy pedig R! — Rt, 
ahol R" az R rendezés megfordítottja. Pg és Po akkor és csak akkor izomorf, ha 
IRI— II, ahol R és 2 a két rendezés alaphalmaza. Pp éleinek száma ÍR] — 1. P, 
az n élű utak izomorfiatípusa. 

1.3.9. Definíció. Legyen R — (R, €) egy véges, rendezett halmaz. Tegyük fel, 
hogy IR] 2 3. Ck-rel jelöljük, és körgráfnak vagy körnek hívjuk azt az egyszerű 
gráfot, amelyre V(Cg) — R, és 
E(CR) — (un : a rendezésben v az u rákövetkezője, vagy fordítvaju 
U(aw: ahol a az R rendezés minimális eleme, 
és w az R maximális eleme ). 
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IV(CRI — JE(Cx)I — IR]. Egy R halmaznak 2]RI darab rendezése is ugyan- 
azt a körgráfot adja. CR és Oo izomorf, ha [Rj — JO]. Cn az n pontú körök 
izomorfiatípusa, 


1.3.10. Definíció. . A Hs hiperkocka egy egyszerű gráf. V(Hs) — 25. A,B c 
V(Hs) esetén a két pont akkor és csak akkor van összekötve, ha A C B, és [B] — 
14-41, vagy pedig B C A, és I4l— IB 4-1. 


Hs pontjainak száma 2151, IS] a hiperkocka dimenziója. Hs és Hr akkor és 
csak akkor izomorf, ha [S] — ITI. Hg a d dimenziós hiperkockák izomorfiatípusa 
(d — 15])- 

A fenti ,száraz" definíciókat jól szemlélteti az 1.3.11. ábra, amely a fenti 
gráfsorozatok (helyesebben izomorfiatípusok sorozatainak) első elemeit ábrázolja. 


0, szo a S 
H Í H fi Hz jós 
1.3.11. ábra 


A fenti definíciók után az I. probléma gráfelméleti megfogalmazása: Igaz-e, 
hogy minden 6 pontú egyszerű gráfnak van Ez vagy Kz izomorfiatípusú feszített 
részgráfja? 


Megjegyzés. A későbbiekben használni fogjuk a , G gráf egy Ksz részgráfja" , , Ea 
részgráfja Ks-nak" szóhasználatot, ami pontatlan, de szemléletessége miatt nem 
okoz félreértést. 


kk x kk 
Az IL. probléma , gráfelméleti fordítása" másképpen is történhet. Bevezethe- 
tünk két fontos fogalmat: 
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1.3.12. Definíció. Legyen G egy egyszerű gráf. A C V(G) egy független halmaz, 
ha A elemei nincsenek összekötve. 


1.3.13. Definíció. — Legyen G egy egyszerű gráf. K C V(G) egy klikk, ha K 
tetszőleges két eleme összekötött. 








Ezek után az I. probléma egy új megfogalmazása: Igaz-e, hogy minden 6 
pontú egyszerű gráfban van 3 elemű független halmaz vagy van 3 elemű klikk? 
x k kk 
A II. probléma egy gráfelméleti megfogalmazása: A sakktábla mezői és a 
huszárlépés által definiált egyszerű gráfban van-e Cs4-gyel izomorf részgráf? 


Feladatok 

1.3.14. Hány részgráfja van Ks-nek? Hány feszített részgráfja van Ks-nek? 
1.3.15. Készítsük el az n pontú egyszerű gráfok izomorfiatípusainak listáját, ha 
n — 1,2,3,4,5. Mindegyik izomorfiaosztály esetén állapítsuk meg, hogy az 
(1,2,...,n) halmazon hány gráf tartozik ehhez az izomorfiaosztályhoz. 

1.3.16. Értelmezzük, hogy egy izomorfiatípus mikor , része" egy másik izomorfia- 
típusnak. Bizonyítsuk be, hogy ezzel egy részbenrendezést definiáltunk az izo- 
morfiatípusokon. Rajzoljuk fel az n — 3,4,5 pontú gráfok izomorfiatípusainak 
előzőekben leírt részbenrendezését. 

1.3.17. A E,, K,., Pn. Cks Ha (n 2 1, m 2 0, k 2 3) izomorfiatípusok közül 
melyek egyeznek meg? 

1.3.18. A következő gráfok közül melyek izomorfak? 


G G, G, 
G, 
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1.3.19. A következő gráfok közül melyek izomorfak? 
G G, 


1.3.20. A következő gráfok közül melyek izomorfak? 


G, G, 


1.3.21. A következő gráfok közül melyek izomorfak? 


ÜNLSÉEe 


1.3.22. Vegyük a Kn, Pn. Ck, Ha gráfokat (helyesebben izomorfiaosztályokat) 
n71,2,..., k — 3,4,. . . esetén. Ezek között melyik melyiknek részgráfja? 
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1.3.23. A következő gráfok közül melyek izomorfak? 

i p5i j fe jun 

G, G 

i 685 
1.3.24. Á következő gráfok közül melyek izomorfak? 
G, 31 G, s G. 
8) 5 

Í 6 ket ; 98 
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1.3.25. A következő gráfok közül melyek izomorfak? 

G, 5 G i Gy ; ; 
1.3.26. Egy kör csúcshalmaza legyen V. Ekkor definiálható egy négyváltozós R 
reláció V-n: R(a,b,c,d) akkor és csak akkor teljesül, ha a c és a d csúcs az a és 
a b két különböző csúcs által meghatározott két ív közül különbözőknek lesz belső 


pontja. , Axiomatizáljuk" a fenti módon megkapható relációkat. 
1.3.27. Határozzuk meg a következő gráfok automorfizmuscsoportját: 


TT a 


1.3.28. Adjunk meg olyan gráfot, amelynek automorfizmuscsoportja Zr. 


1.4. Gráfok 


Térjünk át a III. problémára. Ez a gráfelmélet egyik legnevezetesebb prob- 
lémája. Königsberg városában vetődött fel a kérdés, és Euler találta meg a meg- 
oldást, illetve a vele kapcsolatos , elméletet", A gráfelmélet első eredményének 
tartjuk a III. probléma megoldását. A megoldásra a későbbiekben térünk ki. Most 
csak a szükséges fogalmakat építjük ki. 

Nagyon fontos megjegyzés, hogy az egyszerű gráf fogalma nem elég a probléma 
mögött lévő struktúra leírásához. A probléma alaphalmaza szárazföldegységek egy 
halmaza. A térképrészleten lévő geometriai elhelyezés alapján ezeket nevezhetjük 
felső partnak, alsó partnak, bal szigetnek és jobb szigetnek. Ha a hidakat úgy fog- 
juk fel, mint szárazföldi egységekből alkotott párokat, akkor fontos információkat 
vesztünk. A , felső partot és bal szigetet összekötő híd" nem határozza meg egyér- 
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telműen, melyik hídról beszélünk. A probléma elemzése vezet el a(z általános) gráf 
fogalmának definiálásához. 


1.4.1. Definíció. G—(V,E,!) egy gráf, ha V és E két halmaz, I CV x E egy 
reláció közöttük, továbbá minden e € E esetén teljesül, hogy (v € V : vIe) egy- 
vagy kételemű halmaz. Ha a gráf , nevét" hangsúlyozni szeretnénk, akkor a V(G), 
E(G) és IKG) jelöléseket használjuk. 





Megjegyzés. A definícióban szereplő halmazokról nem kötöttünk ki semmit, de a 
továbbiakban minden közlés nélkül feltesszük, hogy gráfjaink végesek (V és E is 
véges). 

Az egyszerű gráfok esetén bevezetett fogalmakat most is használhatjuk: V 
elemeit pontoknak vagy csúcsoknak, E elemeit éleknek nevezzük. Az JI relációt 
illeszkedési relációnak hívjuk, Egy e él végpontjai a V. — ív € V : vIe) halmaz 
elemei. Tehát egy élnek egy vagy két végpontja van. Erre gondoljunk úgy, hogy 
minden élnek két végpontja van, amely két végpont egybe is eshet. Ez utóbbi 
esetben a végponthalmaz egyelemű. 

kk k x 

Első célunk, hogy tisztázzuk, mi a kapcsolat a gráf és egyszerű gráf fogalmak 

között. Ehhez szükségünk lesz néhány fogalomra. 


1.4.2. Definíció. Egy e él hurokél, ha egyetlen végpontja. van. 


A korábban említett szemléletmódot követve azt mondhatjuk, hogy hurokélek 
két végpontja egybeesik. 

Ve — (x,y) esetén azt írjuk, hogy e — ry, e egy zy él. Ez a jelölés most 
veszélyes, mert e — xy és f — ry esetén e — f nem feltétlenül igaz. Két pontot 
több él is összeköthet. Legyen Eu — (e: Ve — (u,v)) az u és v pontokat összekötő 
élek halmaza. Ennek elemszáma muv, a két pont összekötöttségének multiplicitása. 
E. ez u pontra illeszkedő hurokélek halmaza, és m., ezek száma. 


1.4.3. Definíció. Az e és f két különböző él párhuzamos, ha V, — V;. 


Egy G gráfot egyszerű gráfnak nevezzük, ha nem tartalmaz sem hurokélt, sem 
párhuzamos éleket, azaz egyik pont sincs összekötve önmagával, és minden összekö- 
tés 1 multiplicítású. A most kapott fogalom formálisan eltér a kezdeti definíciónk- 
tól: Az első definícióban nem szerepelt az / reláció. A második definícióban E egy 
tetszőleges halmaz, nem feltétlenül V elemeiből alkotott párok egy részhalmaza. 
Ez a különbözőség lényegtelen, a kétféle definíció közti kapcsolat nyilvánvaló: 

Ha G — (V,E) egyszerű gráf az első definíció szerint, akkor az I relációt a 
következő módon definiálhatjuk: rJe akkor és csak akkor, ha z — u, vagy 3 — v, 
ahole—íuvje Ec(f). 
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Ha G - (V, E, T) egy egyszerű gráf a második definíció szerint, akkor e € E-t 
azonosíthatjuk a Ve € a) haimazzal. 

Ha megtehetjük, akkor egyszerűsége miatt az első definíciót érdemes használ- 
nunk. 

Igen sok speciális problémánál a gráfban szereplő hurok- és párhuzamos élek 
nem játszanak szerepet. 

1.4.4. Definíció. — Tetszőleges G gráfhoz definiálunk egy 6? egyszerű gráfot: 
V(G9) - V(G), és (u,v) E E(G9) akkor és csak akkor teljesül, ha u / v, és u 
és v szomszédos G-ben. 60-t a G gráf egyszerűsített grófjának nevezzük. 

kk a ak 

Az egyszerű gráfok esetén definiált legtöbb fogalom minden további nélkül 
kiterjeszthető gráfokra. 

1.4.5. Definíció. — Azt mondjuk, hogy két gráf, G és H izomorf, ha léteznek 
$: VIG) — V(H) és w: E(G) — E(H) bijektív leképezések úgy, hogy vI(G)e akkor 
és csak akkor teljesül, ha é(v I(H)w(e). 

1.4.6. Definíció. Ha az előző definícióban G — H, akkor egy (d, 4) izomorfizmust 
a G gráf automorfizmusának nevezzük. 

Legyen ($1, 1) és ($2, 42) két automorfizmus. Ekkor (di o $2, Pi o 42) is egy 
automorfizmus, a kiinduló automorfizmusok szorzata. Áz automorfizmusok ezzel a 
szorzással csoportot alkotnak. Könnyen ellenőrizhető, hogy az automorfizmusoknak 
csak a pontokon való hatásai (permutációi) zártak a permutációk szorzására. 
1.4.7. Definíció. Legyen Aut(G) a G gráf automorfizmusainak a fenti szorzásra 
vett csoportja. 

Auto(G) a gráf automorfizmusainak megfelelő csúcspermutációk csoportja a 
permutációszorzásra nézve. 

Megjegyzés. Auto(G) S S(V(G)). 

A megismert egyszerű gráfok izomorfiatípusai persze egyben gráfok izomorfia- 
típusai is. A körök sorozatát kiterjezthetjük egy 1 pontot és 1 hurokélt tartalmazó 
gráf Ci izomorfiatípusával és egy 2 pontot, 2 párhuzamos élt tartalmazó gráf C? 
izomorfiatípusával. 

1.4.8. Definíció. H a G gráf részgráfja, ha V(H) C V(G), 


E(H)C (ec E(GY:V.CV(H)h és I(H)- KGYN(V(H) x E(H)). 
1.4.9. Definíció. 5 C V(G) esetén Gls legyen a következő gráf: 
V(Gls) — S, E(Gls) — fe : (v: vI(G)e) C 5), és I(GIs) — GY N(S x E(Gls)). 
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Ezt az S halmaz által feszített részgráfnak nevezzük. 
H adG gráf feszített részgráfja, ha H — Gls valamely S ponthalmazra. 


Független ponthalmazok és klikkek definíciója természetesen kiterjeszthető 
gráfokra is. 


1.5. Séta, vonal, út 


Vizsgáljuk meg a III. probléma. , gráfelméleti fordítását". A térképvázlatot 
egy 4 pontú (négy szárazföldi egységünk van) és 7 élű (hét hidunk van) gráf írja le 
(1.5.1. ábra). A gráf nem egyszerű gráf. 


1.5.1. ábra 
Königsberg hídjai és a megfelelő gráf 


A megfogalmazásban szerepelt a séta szó. Mi ennek a gráfelméleti megfelelője? 
A séta sok részlete elhanyagolható. Hogy két hídon való átkelés közben milyen 
kitérőket teszünk, mely szobrok előtt időzünk el, az a séta szempontjából lényegte- 
len. Az a fontos, hogy a szárazföldi egységek milyen sorrendben követik egymást, 
és közöttük milyen hídon haladtunk át. E gondolat után természetes a következő 
definíció; 

1.5.2. Definíció. Egy Vo, é1, U1, e2, V2, . . . , Uk—1, ék, Vk SOTOZÁat séta a G gráfban, ha 
VOVI1-..,Ük pontok sorozata, ei, ..., ek élek sorozata, továbbá e; két végpontja 
V;-1 ÉS V. 


Megjegyzés. A k — 0 egetet is megengedjük. Az élek között hurokél is szerepelhet. 
Ekkor (és csak ekkor) a pontsorozat két egymás utáni eleme azonos csúcs. 


1.5.3. Definíció. Ha vg — uz, és k 5 0, akkor azt mondjuk, hogy a séta egy körséta 
vagy zárt séta a G gráfban, 
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A III. probléma egy fontos feltevése, hogy egy hídon nem haladhatunk át 
többször. Ez vezet el a vonal fogalmához. 
1.5.4. Definíció. Ha egy séta esetén az élsorozatban nincs ismétlődés, akkor azt 
mondjuk, hogy a sorozat egy vonalat határoz meg a G gráfban. 
1.5.5. Definíció. vo — u, és k 5 0 esetén a vonal körvonal vagy zárt vonal a G 
gráfban. 

Egy további fontos fogalomhoz jutunk, ha a csúcsok ismétlődését sem enged- 
jük meg. 
1.5.6. Definíció. Ha a pontok között nincs ismétlődés (ekkor az élek sem ismét- 
lődhetnek), akkor egy G-beli úttal van dolgunk a G gráfban. 


1.5.7. Defii . Ha egy zárt vonal esetén vo — vx-tól eltekintve nincs ismétlődés 
a pontok között, és k 5 0, akkor vonalunk egy kör a G gráfban. 





A séta, vonal és út fogalmakra egy-egy példát az 1.5.8. ábrán láthatunk. 





1.5.8. ábra 


Megjegyzés. (a) Legyen S egy séta, körséta, vonal, körvonal, út vagy kör. E(5) a 
benne szereplő éleket, V(5) a benne szereplő pontokat jelöli. 

(b) Egyszerű gráfok esetén már a pontok sorrendje is meghatározza sétánkat, 
körsétánkat, vonalunkat, kövonalunkat, utunkat vagy körünket. 

(c) Út esetén az élek halmaza már meghatározza az utat, kivéve a pontjaik 
sorrendjét. (Az élek halmaza két lehetséges sorrendet is megenged a k 5 0 eset- 
ben.) Kör esetén az élek halmaza már meghatározza a kört, eltekintve attól, hogy 
az élhalmazból vo és a pontok sorrendje nem olvasható ki. A legtöbb esetben a 
probléma szempontjából ez az elveszett információ nem lényeges. Ilyenkor az utat 
és a kört azonosíthatjuk egy élhalmazzal vagy részgráffal. Ebben az esetben egy 
utat a G gráfban definiálhatunk úgy is, mint valamely k-ra egy Pk-val izomorf 
részgráf. Hasonlóan megadható a G gráfbeli kör alternatív definíciója. 

(d) Azt mondjuk, hogy a séta, vonal vagy út összeköti vo-t és ux:-t. Un ÉS Ur 
azok végpontjai. Beszélhetünk vovx sétáról, vonalról vagy útról. A Vi, V2, . . . , Vk-1 
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csúcsokat a séta, vonal vagy út belső pontjainak nevezzük. Séta és vonal esetén 
egy pont egyben lehet belső és végpont is. Út esetén a végpontok és belső pontok 
halmaza diszjunkt. 

(e) A fenti összes fogalom esetén k (az ott szereplő élek száma) a séta, körséta, 
vonal, körvonal, út illetve kör hossza. 


A III. probléma a königsbergi hidaknak megfelelő gráfról kérdezi, hogy van-e 
benne olyan vonal, amely az összes élt tartalmazza. 


Feladatok 
1.5.9. Bizonyítsuk be, hogy egy G gráfban tetszőleges u és v pontokra a következő 
állítások ekvivalensek: 
(i) G-ben létezik uu séta, 
(új) G-ben létezik uv vonal, 
(iii) G-ben létezik uv út. 
1.5.10. Bizonyítsuk be, hogy egy G gráfra a következő állítások ekvivalensek: 
(i) G-ben létezik körvonal, 
(ii) G-ben létezik kör. 
Ekvivalens-e a. fentiekkel, hogy G-ben létezik körséta? 
1.5.11. Bizonyítsuk be, hogy egy G gráfra és egy v csúcsra a következő állítások 
ekvivalensek: 
(i) G-ben létezik v-n átmenő körvonal, 
(ii) G-ben létezik v-n átmenő kör. 
1.5.12. Bizonyítsuk be, hogy egy G gráfra és egy e élre a következők ekvivalensek: 
(i) G-ben létezik e-n átrmenő körvonal, 
(ii) G-ben létezik e-n átmenő kör. 
1.5.13. Írjuk le azokat a gráfokat, amelyek nem tartalmaznak 
(2) 3 hosszú utat, 
(b) 4 hosszú utat. 
1.5.14. Ha egy G egyszerű gráfban minden pontra legalább d él illeszkedik, akkor 
G-ben létezik d hosszú út. 
1.5.15. Bizonyítsuk be, hogy ha egy G gráf minden csúcsára legalább két él illesz- 
kedik, akkor van benne kör. 
1.5.16. Bizonyítsuk be, hogy ha egy n pontú G gráfnak legalább n éle van, akkor 
van benne kör. 
1.5.17. Egy G egyszerű gráfban minden pontra legalább három él illeszkedik. Bi- 
zonyítsuk be, hogy G-ben van páros hosszú kör. 
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1.5.18. Legyen A a G gráf szomszédsági mátrixa. 

(a) Bizonyítsuk be, hogy (A")uv akkor és csak akkor pozitív, ha G-ben létezik t 
hosszú uv séta. 

(b) Bizonyítsuk be, hogy (A")uv értéke a t hosszú uv séták száma. 

(c) Bizonyítsuk be, hogy ((A--7)?) vu ökkor és csak akkor pozitív, ha G-ben létezik 
legfeljebb t hosszú tv séta. (7 a [V(G)Ix IV(G)I méretű egységmátrix, azaz I 
főátlójában 1-esek és a főátlón kívül 0-k állnak. Minden n természetes szám 
esetén definiálható az n x n-es I, egységmátrix. Amennyiben az egységmátrix 
mérete a környezetből kiolvasható, a jelölésben szereplő indexet elhagyjuk.) 


1.6. Műveletek gráfokkai 


A IV. problémában egy számítógép-hálózat szerepel. Ez is egy gráffal írható 
le. A csúcsok a számítógépek, az élek a köztük lévő kapcsolatok. Ez a gráf nem 
feltétlenül egyszerű gráf: elképzelhető, hogy két gép között két különböző kapcsolat 
is van. 

A probléma kapcsolatok megszűnésével számol. Mit jelent ez gráfelméletileg? 


1.6.1. Definíció. Ha e egy él a G gráfban, akkor az e elhagyásával kapott gráfot 
G — e-vel jelöljük, ahol V(G — e) — V(G), 

E(G-e)— EGGYNeh I(G—e)-I(G)YN(V(G-—e)x E(G- e). 
Legyen F egy élhalmaz. Ekkor G — F, az F élhalmaz elhagyásásával nyert gráf a 
következő: V(G — F) — V(G), 

E(G-F)-E(GGYNE, KG-F)—I(GYN(V(G — F) x E(G - F)). 
Megjegyzés. Egy e él elhagyásával nyert gráfot G—e-vel és G—(e)-vel is jelölhetjük 
a fenti definíciók alapján. Mi általában a rövidebb jelölést használjuk. 


Ha egy számítógép-hálózatban a számítógépek meghibásodása ís lehetséges, 
akkor az ennek megfelelő gráfelméleti konstrukció az, hogy egy gráfban egy pontot 
törlünk. 


1.6.2. Definíció. Legyen v € V(G). Ekkor G — v — Glvrgyuvy- Azt mondjuk, 
hogy 6-ből elhagytuk a v pontot. 

Hasonlóan definiálható egy § ponthalmaz elhagyása: G — S — GlyrGys- 
Megjegyzés. Az éleknél tett megállapodást követjük: egyetlen v csúcs elhagyásával 
nyert gráf esetén a G — v jelölést részesítjük előnyben a G — (ív) jelöléssel szemben. 
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Pontok elhagyását úgy értelmeztük, mint a maradék pontokra való megszo- 
rítását a gráfnak. Élek elhagyását is értelmezhetjük ezen a módon? Van értelme 


egy G gráfnak egy F élhalmazra történő megszorításának? 


1.6.3. Definíció.  .G megszorítása az F élhalmazra az a. Gly részgráf, amelynek 
ponthalmaza V(GIF) — (v: van olyan e c F, amelyre v/e), élhalmaza F, és az 
illeszkedés ugyanaz, mint G-ben. 


Ezek után egy F élhalmaz esetén vehetjük Glpcayw-et. Ez azonban nem 
feltétlenül ugyanaz a gráf, mint G — F. G — F-ben szerepelhetnek olyan pontok, 
amelyekre nem illeszkedik él, ezek a csúcsok Glergyywp-ben , elvesztek". Általában 
igaz, hogy G-nek minden olyan H részgráfjára, amely nem tartalmaz olyan pontot, 
amelyre nem illeszkedik él, H — Glruw. Azaz H azonosítható élhalmazával. A 
későbbiekben ezt többször felhasználjuk (anélkül, hogy kimondanánk), amikor egy 
részgráfot élhalmazként vagy egy élhalmazt részgráfként tekíntünk. 

kk he kk 

A bevezetett definíciókkal a feszített részgráf és a részgráf fogalmát újrafogal- 
mazhatjuk. 

H akkor és csak akkor a G gráf feszített részgráfja, ha H csúcsok elhagyásával 
megkapható G-ből. H akkor és csak akkor a G gráf részgráfja, ha H megkapható 
G-ből csúcsok és élek elhagyásával. 

Bevezethető egy rokon fogalom is. 


1.6.4. Definíció. . H a G gráf feszítő részgráfja, ha H a G gráf részgráfja, és 
V(H) — V(G). 


A feszítő részgráfok is definiálhatók mint az eredeti gráf , megcsonkított" pél- 
dányai. H akkor és csak akkor a G gráf feszítő részgráfja, ha H megkapható G-ből 
élek elhagyásával. 

a kk k 

Az él, élhalmaz, pont, ponthalmaz elhagyása mellett más fontos gráfoperációk 
is bevezethetők. 

Legyen G egy egyszerű gráf. Ez részgráfja Kvrcy-nek. Ez úgy is felfogható, 
hogy élhalmaza a (0) univerzumban van. Itt értelmezhető a komplementer 
fogalma. 


1.6.5. Definíció. JA G egyszerű gráf G komplementere a következő egyszerű gráf: 
V(G) - VIG), E(G) - (5) VEG). 
k kk k 
Ha G és H két gráf, és minden e c E(G) n E(H) esetén (v : vI(Gje) — (v: 
vI(H])e), akkor G és H mint élhalmazok tekinthetők, és képezhetjük uniójukat, 
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metszetüket, különbségüket. GU H a következő gráf: 


V(GUH)-V(G)YUV(H), E(GUH) — E(G)U E(H), 
HGUH) - IIGYU KH). 


GNH a következő gráf: 
V(GNH)J-VIGYNV(H), E(GNH) - E(GYn E(H), 
I(GNH)-I(GYN KH). 
G- H a következő gráf: 
V(G—-H)-VI(G)  E(G- H)— E(GYVE(H), 
I(G—H) — GYXI(H). 


a ax k 

Legyen G egy tetszőleges gráf. Két különböző élt szomszédosnak nevezünk, 
ha van közös végpontjuk. e akkor és csak akkor szomszédos önmagával, ha hurokél. 
Egy G gráf élei a fenti szomszédsági relációval egy gráfot adnak, amelyet a G gráf 
élgráfjának nevezünk, és L(G)-vel jelölünk. 


1.6.6. Definíció. L(G) a következő gráf: 
V(L(G)) — E(G), 


E(I(G)) — (ef : e és f szomszédos élek). 
Áz élgráf definíciójára egy példa az 1.6.7. ábrán látható. 





1.6.7. ábra 
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Feladatok 
1.6.8. (a) Legyen vi, va, . . . ,vux az § csúcshalmaz elemeinek egy felsorolása. Bizo- 
nyítsuk be, hogy G — S azonos a (...((G — vi) — v2)—...— ur) gráffal. Így a fenti 


stöbbszörös kivonás" nem függ az S halmaz felsorolásának sorrendjétől. 

(b) Legyen fi, fa, . . . , f; az F élhalmaz elemeinek egy felsorolása. Bizonyítsuk 
be, hogy G-— F azonos a (. . .((G— f1)— f2)—.. .— fr) gráffal. Így a fenti , többszörös 
kivonás" nem függ az F halmaz felsorolásának sorrendjétől. 


1.6.9. Rajzoljuk le az Z(Ks) gráfot. 
1.6.10. Adjunk meg olyan gráfokat, amelyek izomorfak komplementerükkel. 


1.6.11. Bizonyítsuk be, hogy nincs olyan 7 pontú gráf, amely izomorf a komple- 
menterével. 


1.6.12. L(G) egyértelműen meghatározza-e G-t? 


1.6.13. Definíció. Egy G gráfot karommentesnek nevezünk, ha nincs benne négy 
pont, amelyek által feszített részgráf három élt tartalmaz, amelyek az egyik csúcsot 
kötik össze a másik hárommal. 


1.6.14. Bizonyítsuk be, hogy minden élgráf karommentes. Adjunk meg olyan ka- 
rommentes gráfot, amely nem élgráf. 


1.6.15. Bizonyítsuk be, hogy a G gráf akkor és csak akkor élgráf, ha élhalmaza 
S10S20... 084 halmazokba osztható úgy, hogy mindegyik S, egy V; ponthalmaz 
által feszített teljes gráf élhalmaza, és mindegyik pont legfeljebb két V.-ben van 
benne. 


1.7. Irányított gráfok 


Az V. probléma gráfelméleti leírása ismét a gráf fogalmának módosítá- 
sát kívánja. Két 0-1 sorozatról nem csak azt kell tudnunk, hogy lehetnek-e 
s, szomszédosak" , hanem azt is, hogy melyik előzi meg a másikat a rögzített kö- 
rüljárás szerint. Ez a gondolat elvezet az irányított gráf fogalmához. 


1.7.1. Definíció, A d irányított gráf egy négyes: (V, E, K, B). V és E halmazok 
(V elemeit pontoknak vagy csúcsoknak, E elemeit éleknek nevezzük). K és B két 
reláció V és E között. Minden e élre a ív € V : vKe) és (v e V : vBe) halmazok 
egyeleműek. Ha vKe, akkor azt mondjuk, hogy v az e él kezdőpontja, az e él kivezet 
v-ből. Ha vBe, akkor azt mondjuk, hogy v az e él végpontja, vagy e bevezet v-be. 
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Ha u az e él kezdőpontja, és v a végpontja, akkor azt mondjuk, hogy: ,az 
e él egy uv él"; ,e u-ból v-be megy (vezet)". Lényeges különbség az irányítatlan 
esethez viszonyítva az, hogy ott egy uv él egyben egy vu él is. Itt ez nem igaz, ha 
auw élről beszélünk, akkor nagyon fontos a két pont sorrendje is. Az uv irányított él 
esetén a két csúcs sorrendjét néha külön hangsúlyozzuk az ü7 jelöléssel. Mint irá- 
nyítatlan gráfok esetén, most sem biztos, hogy az uv élről beszélve az egyértelműen 
azonosítható. 


1.7.2. Definíció. Egy él hurokél, ha kezdő és végpontja ugyanaz. Két különböző 
él párhuzamos, ha. kezdőpontjaik ugyanazok, és végpontjaik is ugyanazok. Egy 
irányított gráf egyszerű, ha nincsenek benne sem párhuzamos élek, sem hurokélek. 


Egy egyszerű irányított gráf élhalmaza azonosítható a V(G) halmaz rende- 
zett kételemű részhalmazainak egy halmazával. Ekkor az uv él említése pontosan 
definiálja azt, hogy melyik élről beszélünk. 

Az általános esetben bevezetett fogalmak legtöbbje minden probléma nélkül 
az irányított esetben is bevezethető. 

k ax k 

Az irányított gráfok legszemléletesebb megjelenítése egy geometriai ábrázolás, 
ahol egy élt megint egy (végpontját és kezdőpontját összekötő) vonal ábrázol (1.7.3. 
ábra). A végpont megkülönböztetésére kis nyíllal látjuk el az élt. 


1.7.3. ábra 


"Természetesen egy irányított gráfot is leírhatunk mátrixokkal. 


1.7.4. Definíció. — Tegyük fel, hogy a G irányított gráfnak nincs hurokéle. G 
pont-él incidenciamátrixában, I-ben t1 reprezentál egy illeszkedő pont-él párt. 
Egy elem —1 akkor, ha a pont a kezdőpontja az élnek és --1, ha a pont végpontja 
az élnek. 


1.7.5. Definíció. Az Ag szomszédsági mátrix sorai és oszlopai is a gráf ponthalma- 
zának felelnek meg. Az u csúcs által reprezentált sor és a v csúcs által reprezentált 
oszlop metszéspontjában az uv élek száma áll. 
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A szomszédsági mátrix általában már nem szimmetrikus. 
x k jé 
Minden G irányított gráfnál eltekinthetünk a végpont és a kezdőpont meg- 
különböztetésétől. Ekkor egy irányítatlan G gráfot kapunk: 


V(GY-V(G), E(G)Y-E(G), vHGJe e uK(dje vagy vB(Ő)e. 


Azt mondjuk, hogy a G gráfról eltávolítottuk (eldobtuk) az irányítást. 

Természetesen egy fordított művelet is elképzelhető. Ha G és G között a 
viszony a fenti, akkor azt mondjuk, hogy GdaG gróf egy irányítása. 

kk kk k 

1.7.6. Definíció.  Ks a teljes irányított gráf az S halmazon. Ez a maximális 
egyszerű irányított gráf az § halmazon, azaz V(TÉs) - S, és E(Ks) - V(RXs)x 
V(R5)— A, ahol A — ((v,v) : ve V(Rs). 

A Ks és Kr teljes gráfok akkor és csak akkor izomorfak, ha IS/ — ITT. RK, 
az n pontú irányított teljes gráfok izomorfiatípusa. 

Az utak és a körök irányított változata (R — (R, 2) egy véges rendezett 
halmaz): 


1.7.7. Definíció. Pn az R által definiált irányított útoráf vagy út, melyre 
V(Bz) —R, és E(PR) - (uw:v az u pont rákövetkezője). 


BR - Be akkor és csak akkor teljesül, ha R.— R/. Két irányított út, BR 
és Po izomorf, ha IR] — IO]. A Pa útgráf éleinek száma (RJ— 1. B, az n élű 
irányított utak izomorfiatípusa. 

1.7.8. Definíció. A Ög irányított körgráf vagy kör egy egyszerű irányított gráf, 
amelyre V(z) -R, és 


E(Ög) — (uv: v az u rákövetkezője R-benju 
U(wea: a az R rendezés minimális eleme, 
4 pedig R maximális eleme ). 


Az R halmazon IR] darab rendezés is ugyanazt az irányított kört adja. CR 
és de izomorf, ha [R] — JO]. Ök az n pontú irányított körök izomorfiatípusa. Az 
irányítatlan esethez hasonlóan definiálható az 1, illetve 2 pontú irányított kör. Az 
irányítatlan esettel szemben még két pont esetében is egyszerű gráfot kapunk. Az 
1.7.9. ábrán a fenti izomorfiatípusok lerajzolását látjuk kis pontszámok esetén. 

kk kk xx 
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fs LV SS7A0 


B o B soB ertok Mi 
ag 2 (7, gű koax 


1.7.9. ábra 


1.7.10. Definíció. Ha irányított gráffal dolgozunk, és az 1.5.2-1.5.7 definíciókban 
e;-ről azt tesszük fel, hogy vs-1 a kezdőpontja, és v; a végpontja, akkor kapjuk az 
irányított séta, irányított körséta, irányított vonal, irányított körvonal, irányított 
út, írányított kör fogalmát egy irányított gráfban. 


Az összes, irányítatlan esetben bevezetett fogalom az irányított esetre is át- 
vihető. Lényeges különbség, hogy például egy uv út definíciójában a sorrendek 
megfordításával egy vu utat kapunk. Irányított esetben ez nem igaz (egy irányított 
G gráfban elképzelhető, hogy létezik uv irányított út, míg vu út egyáltalán nincs). 

x k a 

A gráfokon értelmezett műveletek (élek, pontok elhagyása) könnyen kiter- 
jeszthetők irányított gráfokra is. 

Mivel egy adott halmazon van legnagyobb egyszerű irányított gráf, ezért az 
egyszerű irányított gráfoknak definiálható a komplementere. 

Irányított gráfokra is kiterjeszthető az élgráf fogalma: 


1.7.11. Definíció. G irányított gráf esetén T(G) a G gráf (irányított értelemben 
vett) élgráfja a következő gráf: 


V(Z(G)) - Erő), 


E(E(G)) — (ef : e végpontja azonos f kezdőpontjával). 


ax kk kj 
1.7.13. Definíció. Egy T irányított gráfot körmérkőzésnek nevezünk, ha egyszerű 


(irányított) gráf, és minden u és v különböző csúcsok esetén pontosan egy él van 
közöttük (ez egy uv vagy egy vu él). 
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1.7.12. ábra 


Az elnevezést az indokolja, hogy egy tenisz körmérkőzés (ahol mindenki min- 
denkivel pontosan egyszer játszik) végeredményének leírására a fenti irányított gráf 
egy természetes lehetőség. 


Feladatok 
1.7.14. Fogalmazzuk meg irányított gráfok izomorfiáját és automorfizmusát, 


1.7.15. Fogalmazzuk meg és bizonyítsuk be az 1.5.9—1.5.12. feladatok irányított 
változatát. 


1.6. Páros gráfok 


A VI. probléma nagyon hasonló az elsőhöz, ebben is egy társaság szerepel. Van 
azonban egy lényeges különbség. Itt a társaság szereplői két különböző kategóriából 
kerülnek ki: fiúk és lányok. Ez a felosztás persze minden társaság esetén megvan, 
de esetünkben ez a kategorizálás lényeges, hiszen szorosan kapcsolódik a feladat 
mögött lévő gráfhoz: az ebben szereplő ismeretségek egyik tagja mindig lány, másik 
tagja mindig fiú. 

Ez a helyzet nagyon gyakori a gráfelméletben. Sokszor egy gazdasági prob- 
lémát modellezünk gráfokkal, amely problémában gyárak és raktárak szerepelnek. 
Itt is természetes a gráf pontjainak két csoportba osztása, Ha a kapcsolatokban 
mindig egy gyár és egy raktár szerepel, akkor a fenti típusú gráfhoz jutunk. Ezeket 
célszerű külön elnevezéssel illetni. 





1.8.1. Definíció. Ha egy gráf csúcsai két diszjunkt, A és F, halmazba oszthatók 
úgy, hogy minden él egy A-beli és egy F-beli pontot köt össze, akkor azt mondjuk, 
hogy a gráf egy páros gráf. 

A definícióból következik, hogy egy páros gráfban nincs hurokél. 


Sokszor egy páros gráf megadásával együtt megadjuk pontjainak egy definífci- 
óbeli partícióját is. A két halmazt színosztályoknak nevezzük. (Az elnevezés onnan 


26 1.8. Páros gráfok 


ered, hogy az A halmazbeli pontoknak például piros, az F halmazbeli pontoknak 
kék színt adva olyan színezést kapunk, amelynél minden él két végpontja különböző 
színt kap.) Páros gráfok lerajzolásánál a két színosztályt általában elkülönítjük. Az 
egyik színosztály pontjait , felülre" , a másikét , alulra" rajzoljuk. A két színosztály 
elemeire mint alsó és felső pontokra hivatkozunk. Ezt tükrözi, hogy általában a 
színosztályokat A és F betűkkel jelöljük. 

Felmerül a kérdés, hogy a színosztályok (legalábbis a nekik megfelelő partíció) 
mennyire egyértelműek. Erre a kérdésre később térünk ki (szintén később adunk 
magyarázatot arra, hogy ezeket a gráfokat miért nevezzük páros gráfoknak). Az 
1.8.2. ábra egy páros gráfot ábrázol. 























F NNA DSK 
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A páros gráfok speciális gráfok. Így a gráfok esetén bevezetett fogalmakat 
páros gráfok esetén is használhatjuk. Néhány fogalmat azonban érdemes páros 
gráfok esetén módosítanunk. 

Egy páros gráf szomszédsági mátrixát felírva sok pozícióban garantáltan 0 
lesz, hiszen tudjuk, hogy 4-beli pontok nem lehetnek összekötve, ugyanígy F-beli 
csúcsok között sem haladhat él. Természetes, hogy ezeket a , garantált" 0-kat nem 
érdemes leírnunk. Hasonlóan az illeszkedési mátrix szimmetriája miatt elegendő a 
mátrix főátlója feletti részét feltüntetnünk. Ez a ,spórolás" vezet el a következő 
definícióhoz: 


1.8.3. Definíció. Egy A és F színosztályú G páros gráf leírható a következő PG 
mátrix segítségével: Pa sorai az A halmazbeli pontokkal, míg oszlopai az F-beli 
pontokkal vannak azonosítva. a € A és f € F esetén a megfelelő sor és oszlop által 
definiált elem az af pontpár összekötöttségének multiplíicitását adja meg. 


Bevezetjük páros gráfok egy fontos izomorfiatípusát: 


1.8.4. Definíció. A Kgr teljes páros gráf az S, T színosztályokkal olyan egyszerű 
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gráf, amelyben két pont akkor és csak akkor van összekötve, ha különböző színosz- 
tályhoz tartoznak. Ez a maximális egyszerű páros gráf az S és T színosztályokkal. 


Ksr és Ksrr" izomorf, ha (15I,ITI) — (IS1,IT". Ka az n és m elemű 
színosztályokkal rendelkező teljes páros gráfok izomorfiatípusa. 
Az 1.8.5. ábrán a teljes páros gráfokat tüntettük fel kis paraméterek esetén. 


kal K 2 2 Ko? fat Kg DA 


1.8.5. ábra 
Egyszerű páros gráfok komplementerét definiáltuk mint gráf komplemente- 
rét. Mivel adott színosztályokkal rendelkező egyszerű páros gráfok között is van 
legnagyobb, ezért mint páros gráf is definiálható a komplementer. 


Feladatok 
1.8.6. Legyen G és H két páros gráf, amelyek párosságát pontjaiknak egy kék-piros 
színezése mutatja. Definiáljuk a G és H színezett gráfok izomorfiáját. 


1.9. Sikgráfok 


A VII. probléma mögött a K3,3 gráf áll (ezt különben három ház—három kút 
gráfnak is nevezik). A problérna a gráfok geometriai lerajzolásával kapcsolatban 
merül fel. Két élt reprezentáló vonal biztos találkozik, ha. a két élnek van közös 
csúcsa. Az ábránk egyértelmű és áttekinthető lesz, ha a különböző élek között 
más metszéspontok nem szerepelnek. A probléma azt kérdezi, hogy K3,3-nak van-e 
ilyen , tiszta" lerajzolása. 

Később kiderül, hogy nem minden gráf reprezentálható ilyen módon. Például 
a VII. problémára a válasz: nem tervezhető a feltételeknek megfelelő kilenc út. 

Ha egy gráfnak a síkon létezik a fenti értelemben vett, , szép? geometriai 
megvalósítása, akkor síkgráfnak nevezzük. Síkgráfokka! később részletesen is fog- 
lalkozunk. Ekkor szabatosabb definíciót is ismertetünk. 
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1.10. Fokszámok 


Legyen v € V(G). 
1.10.1. Definíció. A v csúcs de(v) fokszáma vagy foka a G gráfban 


e € E(G) : vle, és e nem hurokélyi -- 2](e c E(G) : ve, és e hurokélj]. 


Ha a gráf, amellyel dolgozunk, nyilvánvaló, akkor a G indexet elhagyjuk, és 
csak dír)-re hivatkozunk. Egyszerű gráfok esetén a fokszám a csúcsra illeszkedő 
élek számát mutatja. Egy hurokél 2-vel növeli a fokszámot, amit a geometriai áb- 
rázolás alapján értelmezhetünk (lásd 1.10.2. ábra). Ha egy gráfot lerajzolunk, és 
az egyik pont környékét nagyítóval megnézzük, akkor egy pontot és belőle csillag- 
szerűen kiinduló görbéket látunk. A megfelelő csúcs fokszáma a , csillag ágainak 
száma" . 





dír) z10 
1.10.2. ábra 


1.10.3. Definíció. Egy v pont izolált pont, ha fokszáma 0. 


1.10.4. Definíció. Ha egy G gráfban minden pont foka ugyanaz, d, akkor azt 
mondjuk, G reguláris gráf. Ha hangsúlyozni akarjuk a közös fokszám értékét, akkor 
azt mondjuk, hogy G egy d-reguláris gráf. 

Irányított gráfok esetén kétféle fokszámot is definiálhatunk. 


1.10.5. Definíció. Egy v csúcs kifoka: d7(v) — (e € E(G) : vK(GyeH. Egy v 
csúcs befoka: dt(v) — e e E(G) : vB(Gjejl. 

Egy gráf összes pontján végigmenve n — [V(G)I darab fokszámot kapunk. 
Ezek monoton növekvő rendezett sorozata a gráf fokszámsorozata. 

Természetes kérdés, hogy mely sorozatok lesznek fokszámsorozatok. Bizonyos 
gráfosztályokra esetleg karakterizálni tudjuk az előálló sorozatokat. A következő 
egyszerű tétel különösen fontos, 
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1.10.6. Tétel. 
(4) Egy G gráfra 
DX dív)— EWG. 


veV(G) 


(ii) Legyen G egy páros gráf A és B színosztályokkal. Ekkor 


2 díw) - ) díw) — JE(G)I. 


vEA veB 
(ii) Egy G irányított gráfra 


XX o dw)- B dt(v-IER 
vev(G) vev(G) 


Bizonyítás. (i) Számoljuk meg az illeszkedő pont-él párokat (egy hurokél kétszer 
is illeszkedik a végpontjára). Ekkor pontok alapján csoportosítva a leszámolandó 
párokat az egyenlőség bal oldalát kapjuk. Ha az élek alapján csoportosítunk, akkor 
a jobb oldalt kapjuk. Ezzel az egyenlőséget beláttuk. 
(ii)-t és (iii)-at hasonló leszámolással igazolhatjuk. az 

1.10.7. Következmény. Legyen di, da, . . . ,da egy gráf fokszámsorozata. 

(1) Ekkor Ya di páros. 

(ii) A páratlan d,-k száma páros. 


Feladatok 
1.10.8. Legyen A C V(G). Bizonyítsuk be, hogy ekkor 


2 dív) — 2JE(GIA)I 4 e( 4, A), 
vEA 


ahol A az A ponthalmaz komplementere, és e(A, A) az A és A halmazok között 
haladó élek száma. 

1.10.9. Legyen G egy 2n pontú gráf. Egy A ponthalmaz esetén legyen A — V(GYY 
A. Bizonyítsuk be, hogy IP(GIA)I IE(GÍ2)] akkor és csak akkor teljesül minden 
n elemű A ponthalmazra, ha G reguláris gráf. 

1.10.10. Egy G irányított gráf minden v pontjára dt (v) — d7(v). Bizonyítsuk be, 
hogy G tetszőleges A ponthalmazára az A-t elhagyó élek száma egyenlő az A-ba 
befutó élek számával. 

1.10.11. Van-e olyan gráf, amelynek fokszámsorozata 3, 3,3,3,5,6, 6, 6, 6, 6, 6? 
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1.10.12. Van-e olyan páros gráf, amelynek fokszámsorozata 
3,3,3,3,3,5,6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6? 
1.10.13. Van-e olyan egyszerű gráf, amelynek fokszámsorozata 
1,1,3,3,3,3,5, 6, 8, 9? 


1.10.14. Bizonyítsuk be, hogy egy egyszerű gráfnak van két egyenlő fokú pontja. 
1.10.15. Hány pontja lehet egy k-reguláris egyszerű gráfnak? 

1.10.16. Legyendi £ da £ . . . £ da természetes számok egy sorozata. Jellemezzük 
azokat a sorozatokat, amelyek valamely G gráf fokszámsorozatai. 


1.10.17." Legyen di £ d2 £ ... £ da természetes számok egy sorozata. Jellemez- 
zük azokat a sorozatokat, amelyek valamely G egyszerű gráf fokszámsorozatai. 


1.10.18. Legyen di £ da £ ... £ da és ez £ e2 £ ... S ém természetes számok 
két sorozata. Jellemezzük azokat a sorozatpárokat, amelyek valamely G páros gráf 
egy-egy színosztályában szereplő pontok fokszámsorozatai. 


1.10.19." Legyen d: £ d2 £ ... £ da és ei £ ez £ ... £ em természetes számok 
két sorozata. Jellemezzük azokat a sorozatpárokat, amelyek valamely G egyszerű 
páros gráf egy-egy színosztályában szereplő pontok fokszámsorozatai. 


1.10.20. X C V(G)-re legyen ő(X) azon élek száma, amelyek egyik végpontja 
X-ben, a másik X-en kívül van. X,Y C V(G) esetén bizonyítsuk be, hogy 


ö(XNY) Hő(XUY) £ 0(X) 4 ő(r). 
1.10.21. Legyen X, Y és Z három ponthalmaz a G gráfban. Bizonyítsuk be, hogy 


AXNYNZHEXNY NYZ) HŐY VX V2) 4 Ő(ZNXNY) 
L0(X) 4-ő(Y) 4 ő(2)— 2e€(XNYNZVIGYYXNYN 2), 


ahol e( A, B) az A és B ponthalmazok közti élek száma. 
1.10.22. Legyen G egy gráf. Legyen X C E(G), ekkor ő.(X) azon pontok száma, 
amelyekre illeszkedik X-beli és E(G) § X-beli él is. Bizonyítsuk be, hogy minden 
X,Y c E(G) esetén 

ő(XUY) 4 Ő(XNY) £ 6e(X) 4 őe(Y). 


Mikor van egyenlőség? 
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1.10.23." Legyen G1 és G2 két n pontú, azonos élszámú gráf. Tudjuk, hogy 
da1(z) A de.(y) minden z € V(G1) és y € V(G?) esetén. Mi a két gráf élei 
számának maximális értéke? 

1.10.24." Két egyforma magasságú hegyet egy tó választ el. Mindkét hegy esetén 
a tótól a csúcsig véges sok lejtőből, illetve emelkedőből álló út vezet fel. Az utak 
sohasem süllyednek a tó vízszintje alá. Bizonyítsuk be, ha mindkét hegy lábánál 
egy-egy ember áll, akkor meg tudják mászni a megfelelő hegyet úgy, hogy a mászás 
során mindig egyenlő magasságban legyenek. 


2. Összefüggőség 


Összefüggőség e Távolság e Minimális összefüggő gráfok a Feszítőfák száma, 
Kirchhoff-törvények e Kétszeresen összefüggő gráfok a Fülfelbontások e Mini- 
mális kétszeresen összefüggő gráfok e k-szorosan összefüggő gráfok e Folyamok 
s Menger tétele 


2.1. Összefüggőség 


Mindenki számára nyilvánvaló, hogy a 2.1.1. ábrán lévő gráf három független 
részből áll. Ennek a szemlélet által megfogalmazott állításnak formális definíciója 
az összefüggöség. 


7 sz 


2.1.1. ábra 


Legyen G egy tetszőleges gráf. Egy relációt vezetünk be a gráf csúcsain. 
2.1.2. Definíció. z s y, ha G-ben létezik xy út. 


Megjegyzés. Helyesebb lenne a eg jelölést használni. A legtöbbször azonban 
nyilvánvaló a reláció mögött álló gráf, így a G index feltüntetése felesleges. 

Az út definíciójának egy speciális esete az egy pontot és 0 élt tartalmazó 
sorozat. Ez mutatja, hogy tetszőleges r csúcs esetén xv T. 


2.,1.3. Lemma. - egy ekvivalenciareláció. 
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Bizonyítás. A reláció reflexivitása és szimmetrikussága nyilvánvaló. A tranziti- 
vitáshoz azt kell belátnunk, hogy z "v y és y v z esetén z a z. Feltevésünk két 
reláció: r — y és y "s 2. Ezeket egy-egy út , bizonyítja". Legyenek ezek P, illetve 2; 
P: m 7 un elül: Ekük7Y A: Y—- Vo fi.U..., ÍV — z. Ez a két út egy- 
más után fűzhető, és kapjuk §-t: 3 — úg, e1,..., ek, tk —Y— Vo, fi... foi sz. 
Ez azonban nem feltétlenül út. A következő segédlemma teljessé teszi a bizonyítást. 





2.1.4. Segédlemma. Legyen S egy zry séta. Ekkor létezik olyan T zy út, amelyre 
E(T) c E(S). 


Bizonyítás. Legyen 7 minimális hosszú xy séta, amelyre E(T) C E(§). Legyen 
T : z — mo,€1,..s€kiTk 7 Yy. Belátjuk, hogy T egy út, azaz az x-k között 
nincs ismétlődés. Tegyük fel, hogy z — Tr, ahol 0 Sic j Sk. Ekkor T" : 
T— X0,...,enTi — Zjéjál:-rsÉkiTk — Y egy zy séta, amelyre E(T") c E(T). 
Mivel T" hossza kisebb, mint 7-é, ezért ellentmondáshoz jutottunk, ami az állítást 
igazolja. u 


2.1.5. Definíció. Azt mondjuk, hogy egy G gráf összefüggő, ha a - relációnak 
egyetlenegy ekvivalenciaosztálya van. Azaz bármely két pont a relációban van, 
azaz bármely két pontja között van út. Ez ekvivalens azzal, hogy bármely két pont 
között van séta. 


Megjegyzés. Az , összefüggőség" egy tulajdonság. Bizonyos gráfok rendelkeznek 
ezzel a tulajdonsággal (az összefüggő gráfok), és bizonyos gráfok nem rendelkeznek 
ezzel a tulajdonsággal. Az összefüggőség csak a gráf izomorfiatípusától függ. Azaz 
ha G s H, akkor G akkor és csak akkor összefüggő, ha H összefüggő. Gráfok ilyen 
tulajdonságait gráftulajdonságnak nevezzük. A gréfelméleti szempontból érdekes 
tulajdonságok mind gráftulajdonságok. 


kk kk ae 
A továbbiakban az összefüggőség fogalmát finomítjuk. "Tetszőleges gráfról 
kimutatjuk, hogy felfogható úgy, mint , egymás mellé rakott összefüggő gráfok" . 


2.1.6. Tétel. Legyen G egy tetszőleges gráf. Ekkor V(G)-nek létezik olyan V(G) — 
VIÜ... ÜV4 partíciója, amelyre a következő két tulajdonság teljesül: 

(i) Különböző V;-k között nem halad él. 

(ii) A Glv, részgráfok összefüggőek. 
Továbbá a pontok fenti két tulajdonsággal rendelkező partíciója egyértelmű. 


Bizonyítás. Legyenek a VI, V2, . . . , Vk halmazok a s ekvivalenciareláció osztályai. 
Belátjuk, hogy ez a partíció megfelelő. 
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(1) Egy e — xy él esetén z s y. Így egy él végpontjai ugyanabból az ekviva- 
lenciaosztályból kerülnek ki. 

(ii) Legyen z és y V; tetszőleges két pontja. Ekkor G-ben létezik P xy út. 
Könnyen igazolható, hogy ennek bármely pontja ekvivalens r-szel, így P a Gw, 
gráfon belül halad. 

Ezek után belátjuk a partíció egyértelműségét. Ehhez legyen (U1, Ua, . . . , Ur) 
tetszőleges, (i)-et és (ii)-t kielégítő partíció. Belátjuk, hogy U,-k a a reláció ekviva- 
lenciaosztályai, azaz x,y € U; esetén z a y, és z € U;, y € U, (i / j) esetén z 4 y. 
Állításunk első része könnyen következik abból, hogy Glu; összefüggő. A második 
részhez indirekt módon tegyük fel, hogy x € U;, y € U; (i / j) esetén z A y, azaz 
létezik P : T — 40,€1,....€ssus — y út. Legyen a az a maximális index, amelyre 
ta € U;. Könnyen látható, hogy a jóldefiniált, és a c 5. Ekkor ea4.1 két különböző 
U; halmazt köt össze, ami ellentmond (i)-nek. u 


2.1.7. Definíció. . A lemmában szereplő Gly, gráfokat a G gráf komponenseinek 
nevezzük. 


Megjegyzés. A komponens fogalma segítségével az összefüggőséget újból megfo- 
galmazhatjuk: Egy G gráf akkor összefüggő, ha egy komponense van. 


Feladatok 
2.1.8. Bizonyítsuk be, hogy egy gráf akkor és csak akkor összefüggő, ha V(G) 
tetszőleges, két osztályt tartalmazó partíciója esetén a két osztály között halad él. 
2.1.9. Egy 2n pontú egyszerű G gráfban minden fokszám legalább n. Bizonyítsuk 
be, hogy G összefüggő. 
2.1.10. Egy n pontú G egyszerű gráfnak 5) -H1 éle van. Bizonyítsuk be, hogy 
G összefüggő. 
2.1.11. Bizonyítsuk be, hogy G vagy G összefüggő. 
2.1.12. Legyen A az n pontú (n 2 2) G gráf szomszédsági mátrixa. Bizonyítsuk 
be, hogy 
(a) G akkor és csak akkor összefüggő, ha (T 4 AJ"! minden eleme pozitív, 
(b) (a Aj" 5 0 akkor és csak akkor teljesül, ha xz; és zs a G gráf ugyanazon 
komponensében van, 
(c) G akkor és csak akkor összefüggő, ha A"? 4- Ar! minden eleme pozitív, 
(d) (477? 34 AP-1);j 5 0 akkor és csak akkor teljesül, ha xz; és zs a G gráf 
ugyanazon komponensében van. 


36 2.2. Távolság 


2.2. Távolság 


Az előzőekben az úttal való összeköthetőséget vizsgáltuk. Ennél többet 
mondó fogalom is bevezethető. 


2.2.1. Definíció. Legyen x,y € V(G). z és y távolsága (da(r,y) vagy díz,y)) az 
ry utak közül a legrövidebb hossza. (Speciálisan díz,z) — 0.) Amennyiben nincs 
xy út G-ben (z és y a G gráf különböző komponenseiben vannak), akkor dc(z, y)-t 
c0-nek definiáljuk. Tehát a távolság egy d: V(G) x V(G) - NU (oo) függvény. 


Emnél általánosabb fogalmat kapunk, ha G élein adott egy távolságfüggvény. 


2.2.2. Definíció. Legyen I: E(G) — R" egy függvény. Ezt a függvényt kiterjeszt- 
hetjük az utakra is: MP) — Derry Ke). Ekkor 


doctny) — , min a(P)- 
Megjegyzés. da(r,y) ugyanaz, mint da a(r,y). ahol 1 az éleken értelmezett, azo- 
nosan 1 függvény. 


A következőkben egy természetes kérdést vizsgálunk: Adott egy G gráf, z 
távolságfüggvény és a gráf két pontja, z és y. Mekkora a desíz,y) távolság? 

Mi egy olyan algoritmust ismertetünk, amely egy adott x esetén az összes y-ra 
meghatározza do i(z,y)-t. Az algoritmus inputja egy G gráf, egy ( távolságfüggvény 
és egy z csúcs. Az algoritmus outputja egy függvény a csúcsokon. Áz y-ban felvett 
érték az x-től vett távolságot határozza meg. Speciálisan az z pont komponensét 
is meghatározzuk, hiszen a komponens pontjai éppen az outputban véges értékkel 
rendelkező pontok lesznek. 

Az outputfüggvényre úgy gondolunk, mint a csúcsok egy címkézésére, azaz 
minden csúcs mellé képzelünk egy címkét, amely megmondja az z csúcstól vett 
távolságát. Valójában minden pont esetén az algoritmus indulásától fogva szerepel 
egy címke, azaz lesz egy c: V(G) RU (00) függvényünk. A címkék értékei az 
algoritmus során változnak. Az algoritmus egy S halmazt is használ (ez a futás 
alatt állandóan bővül), amely olyan pontokat fog tartalmazni, amelyek címkéje már 
az r-től vett távolságát adja (ekkor a címke értéke már nem fog változni). 

Összefoglaljuk, hogy az algoritmus futása folyamán milyen tulajdonságai lesz- 
nek a c címkézésnek. 

(a) Az §-beli pontok címkéje a legrövidebb ry út hossza. Az optimális utak 
között mindig van olyan, ami csak 5-beli pontokon keresztül halad. 
(8) y g S esetén y címkéje a legrövidebb olyan xy út hossza, amelynek az összes, 

-tól különböző csúcsa §-ben van. 
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A továbbiakban leírjuk, hogyan kell módosítanunk az S halmazt és a címkék 
értékét (a c függvényt), majd ellenőrizzük, hogy az itt megígért tulajdonságok 
teljesülnek-e, azaz az algoritmus helyes lesz-e. 


2.2.3. Algoritmus.  (Dijkstra-algoritmus) 
Kezdőértékadás: Legyen 


0, hayz-z, 
5-(x), és cfy)— ( h(zy), haz éy, és zy e E(G), 
00, más esetben. 


Felújítás: Ha S — V(G), akkor az algoritmus leáll. Ha S 4 V(G), akkor legyen 
y az §-n kívüli, legkisebb címkéjű csúcs. Ha több ilyen van, akkor a minimális 
címkéjű csúcsok közül válasszuk y-t tetszőlegesen. 
s Ha cíy) — 00, akkor leállunk. 
a Hacíy) c co, akkor legyen § — SUf(y), és y 5-en kívüli z szomszédaira legyen 
c(2) — min[e(z), ely) — I(yz))- Más csúcsok esetén meghagyjuk a címkéket. 
Ezután ismételjük meg a felújítás lépését. 


2.2.4, Lemma. 
(6) Az algoritmus kezdetén az (a) és (8) tulajdonságok teljesülnek. 
(ii) Minden felújítás után az (a) és (8) tulajdonságok megmaradnak. 


Bizonyítás. (i) Nyilvánvaló. 

(ii) Az (a) tulajdonság megmaradásának igazolásához elég csak az , új" 5-beli 
pontra, y-ra belátni a bizonyítandót. Legyen P a legrövidebb xy út, S az éppen 
vizsgált, felújítás előtti halmaz, és c a felújítás előtti címkézés. P egy kezdőszakasza 
§-beli út lesz (egy zz út, ahol z c 5), amit egy , kiugró él" (e — zz/, ahol 27 € 5) 
követ. Az indukciós feltevés alapján ennek a. résznek a hossza legalább c(z" ), ami 
nem kisebb, mint cíy). Ez csak úgy lehet, hogy 2" — y, és így P összes pontja az 
n új" §-en belül halad. 

A (8) tulajdonság megmaradásához azt kell ellenőriznünk, hogy amely z csú- 
csokra az §-en belül haladó, majd egy élen z-be futó zz utak minimális hossza 
megváltozik, azokra a címkéjét átírtuk-e. Ez csak akkor történhet, ha z az y csúcs 
szomszédja. Az eddig vizsgált utakat azokkal az utakkal kell összevetni, amelyek 
kezdete egy legrövidebb xy út és végül az yz él következik. A címkemódosításunk 
éppen eszerint volt definiálva. u 


2.2.5. Következmény. Az algoritmus végén a címkék tartalma a legrövidebb tá- 
volságokat adja. 
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Bizonyítás. Az algoritmus felújítási lépésének minden végrehajtása során az S hal- 
maz bővül. Így eljárásunk garantáltan véget ér. Az algoritmus leállása kétfélekép- 
pen történhet. Vagy S — V(G), vagy az 5-en kívüli pontok címkéi mind 00-ek. 
Az első esetben az előző lemma alapján az algoritmus helyes. A második esetben 
§-ből nem vezet él §-en kívüli ponthoz. Ha ugyanis lenne zy él, ahol z € §, és 
yg 5, akkor x 5-be kerülésekor y címkéje végessé vált volna. Tehát 5 a gráf z-et 
tartalmazó komponensének ponthalmaza. " 


Megjegyzés. A fenti algoritmust egy adott r,y pontpár távolságának meghatá- 
rozására használhatjuk. A megoldás közben sok olyan pontpárra is kiszámítjuk 
a legrövidebb távolságot, amelyre esetleg nincs szükségünk, de a szükséges válasz 
megadásához felhasználjuk. Ezt a atrükköt" sokszor hasznosan alkalmazhatjuk. 
Az ilyen algoritmusokat dinamikus programozási eljárásoknak nevezzük. 


Feladatok 


2.2.6. Legyen daíz, y) a legrövidebb gy út hossza a G gráfban. Hasonlóan legyen 
Da(z,y) a leghosszabb gy út hossza. Bizonyítsuk be, hogy bármely G gráf esetén 
a da és Da függvényekre igaz a háromszög-egyenlőtlenség. 
2.2.7. (a) Bizonyítsuk be, hogy egy körmérkőzésben van olyan csúcs, amelyből 
minden pont elérhető egy legfeljebb 2 hosszú irányított úttal. Az ilyen pontot 
pszeudogyőztesnek hívjuk. 
(b) Bizonyítsuk be, hogy ha egy körmérkőzés minden pontjába vezet be él, akkor 
két pszeudogyőztes is létezik. 
(c) Bizonyítsuk be, hogy a (b) pont feltétele mellett három pszeudogyőztes is 
létezik. 
(d) Bizonyítsuk be, hogy négy pszeudogyőztes létezése akkor sem szükségszerű, 
ha minden pontba legalább száz él fut be. 
(e) Bizonyítsuk be, hogy ha n / 2,4, akkor van olyan körmérkőzés, amelynek 
minden csúcsa pszeudogyőztes. 
2.2.8. Bizonyítsuk be, hogy minden irányított gráfban van olyan független halmaz, 
amelyből minden pont elérhető egy legfeljebb 2 hosszú úttal. 
2.2.9. Legyen G egy gráf, és xzo egy pontja. Definiáljuk a következő halmazso- 
rozatot: 19 — (ro). Ha Vo.V4,...,V; már definiált, akkor legyen Vi4i azon 
V(GYY GW UM U . . . U VI)-beli pontok halmaza, amelyek valamely V.-beli pont- 
tal szomszédosak. A halmazok definiálását addig folytatjuk, amíg Vr41 — Ő nem 
teljesül. 
(a) Bizonyítsuk be, hogy V9UV1U. . .UV4k az To pont komponensének ponthalmaza. 
(b) Bizonyítsuk be, hogy z € V; akkor és csak akkor, ha zo és z távolsága í. 
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(A V; halmazok algoritmikusan meghatározhatók. Az eljárást szélességi keresésnek 
nevezzük.) 

2.2.10. A Diíjkstra-algoritmus egy felújítási lépésében y definíciója nem biztos, 
hogy egyértelmű. Bizonyítsuk be, hogy ha több 5-en kívüli pontban is felvevődik 
a minimális címke, akkor az algoritmus módosítható úgy, hogy az összes ilyen 
ponttal bővítsük §-et. 


2.2.11. Dolgozzuk ki irányított gráfokra a Dijkstra-algoritmus megfelelő változa- 
tát. 


2.3. Minimális összefüggő gráfok, fák 


Az összefüggőség monoton gráftulajdonság a következő értelemben: ha G 
összefüggő gráf, és egy élt adunk hozzá, akkor összefüggő marad. 

Tetszőleges összefüggő gráf esetén a következő eljárás egy feszítő részgráfot 
jelöl ki. Az összes élt vizsgáljuk meg sorban, és minden vizsgálatnál nézzük meg, 
hogy az él elhagyása esetén a gráf összefüggő marad-e. Ha igen, akkor hagyjuk 
el az élt. Ha nem (azaz ha a gráf szétesik), akkor hagyjuk meg az élt. Az így 
megváltoztatott gráfban folytassuk az élek vizsgálatát. Az eljárás végén olyan F 
feszítő részgráfot (F ponthalmaza V(G)) kapunk, amely összefüggő, de bármely élét. 
elhagyva már nem lesz az. Az eredeti gráf felfogható úgy, mint ez a , minimális" 
összefüggő részgráf és , extra élek" . 

Az összefüggőség monotonitásáról tett megjegyzésünk azt mutatja, hogy ezek 
az , extra élek" csak , álcázásnak" vannak ott. Az összefüggőség szempontjából már 
a részgráf élei , döntést hoztak? . 


2.3.1. Definíció. Egy G gráf fa, ha összefüggő, és minden élére igaz, hogy elha- 
gyásával egy nem összefüggő gráfot kapunk. 


A következő lemma a továbbiakban hasznosnak bizonyul. 


2.3.2. Lemma, — Legyen G egy összefüggő gráf, és tegyen C egy köre. Legyen 


e € E(C). Ekkor G — e is összefüggő. 

Bizonyítás. Azt kell belátnunk, hogy G — e-ben bármely két pont között van séta. 
G-ben biztos található út köztük. Ha ez nem használja az e élt, akkor készen 
vagyunk. Ha használja, akkor előfordulása esetén helyettesítsük ezen él helyébe a 
€ - e utat. Ez egy G — e-beli sétát ad a kívánt két csúcs között. u 


A következő tétel a fa fogalmával ekvivalens további definíciókat ad. 
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2.3.3. Tétel. A következők ekvivalensek: 

4 G fa, 

(ü) G összefüggő, és nincs benne kör, 

(iii) G-ben nincs kör, de bármely új élt behúzva már lesz benne, 
(iv) G-ben bármely két pontot pontosan egy út köt össze. 


Bizonyítás. (i)-(ii) Ez az állítás egyszerűen következik a 2.3.2 lemmából. 

(ii) (iii) Legyen e — uvw a behúzott él. G összefüggő, tehát létezik benne uv út. 
Ehhez e-t hozzáadva kapunk egy kört. 

(iii) 2 (iv) Ha valamely u és v pontokra G-ben létezik őket összekötő két út, akkor 
G-ben található kör. 

(iv) 2 (i) Nyilvánvaló. s 


Megjegyzés. 1) Legyen G egy fa, és e ennek egy éle. Ekkor G — e nem össze- 
függő. G — e-hez visszaadva e-t egy összefüggő gráfot kapunk (ez az eredeti G lesz). 
Ez csak úgy lehet, hogy G — e-nek pontosan két komponense van. Ennek a két 
komponensnek a ponthalmaza V(G)-t két osztályba sorolja. Érdemes bevezetni a. 
következő fogalmat: 


2.3.4. Definíció.  V(G) két osztályt tartalmazó partícióját a G gráf vágásának 
nevezzük. Azon élek, amelyeknek a két végpontja a partíció különböző osztályába 
esik a vágás élhalmazát alkotják. 


Tehát egy G fa tetszőleges éle meghatároz egy Ve vágást. Ezeket a vágásokat 
G ,alapvágásainak" nevezzük. 

2) Egy G fához egy új, e élt hozzáadva egy kör keletkezik. Egy ilyen körnek 
tartalmazni kell ezen e — xy élt és egy ry utat G-ben. Mivel pontosan egy ilyen út 
van G-ben, ezért , G 4 e"-ben pontosan egy kör van. Ezt a Ce kört az e él G fára 
vonatkozó alapkörének nevezzük. 

A fák (minimális összefüggő gráfok) bevezetése a következő fogalmat sugallja; 


2.3.5. Definíció. . Legyen G egy gráf, és annak az F fa egy részgráfja. F egy 
feszítőfa G-ben, ha V(F) — V(G). 

A bevezető gondolatok alapján nyilvánvaló a következő állítás: 
2.3.6. Lemma. G-nek akkor és csak akkor van feszítőfája, ha összefüggő. 


2.3.7. Definíció. Egy G gráf esetén azt mondjuk, hogy a G" gráfot egy ághojtás 
operációval képeztük G-ből, ha V(G") — V(GY(u), és E(G") — E(G)YÚf(e), ahol e 
két végpontja u és egy , régi", V(G)-beli pont. 

A G gráf ághajtás operációkkal felépíthető, ha van olyan Go, G1,. . . , Gk SOTO- 
zat, hogy 
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(1) Go az egypontú, él nélküli gráf, 
(ii) Gi4i a G; gráfból egy ághajtással kapható, 
(ii) G4 — G. 


A definíciót a 2.3.8. ábra világítja meg. 


G 
G 
emel) ve 


o NAP NYOIS 


2.3.8. ábra 


2.3.9. Tétel. (Fák növekedésére vonatkozó tétel) G akkor és csak akkor építhető 
Jel ághajtásokkat, ha G fa. 
Bizonyítás. Nyilvánvaló, hogy a felépíthető gráfok mind összefüggőek, és nincs 
bennük kör. 

Legyen F egy fa. Azt kell belátnunk, hogy F felépíthető ágak kihajtásával. 
Ennek bizonyítása a következő, fontos lemmán alapul: 


2.3.10. Lemma. Minden F fára, ha IV(F)I2 2, akkor létezik benne legalább két 
elsőfokú pont. 


Bizonyítás. Legyen P a leghosszabb út F-ben. Ennek végpontjai legyenek u és v. 
Ekkor u és v elsőfokú pontok. u 


Visszatérve a tétel bizonyításához, ha u elsőfokú pont az F fában, akkor 
F — u összefüggő, és nincs benne kör. Így az indukciós feltevés alapján F — u-t 
felépíthetjük, és F egy további ághajtással megkapható. u 


2.3.11. Definíció. Egy fa elsőfokú pontjait a fa leveleinek nevezzük. 


Ez a lemma lehetőséget ad fákról szóló tételek indukciós bizonyítására. Egy 
fontos példa a következő állítás: 


2.3.12. Lemma. Legyen F egyn pontú fa. Ekkor F-nekn—1 éle van. 
A 2.3.13. ábra a komponensekre, feszítőfákra ad példát. 


a ak x 


A feladatok előtt bevezetünk néhány fontos fogalmat: 
2.3.14. Definíció. Egy kör nélküli gráfot erdőnek nevezünk. 
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epp 


2.3.13. ábra 
Tehát az erdő egy olyan gráf, amelynek minden komponense fa. 


2.3.15. Definíció. — Legyen G egy gráf, és F egy erdő részgráfja. F a G gráf 
feszítőerdője, ha élhalmaza egy maximális körmentes élhalmaz G-ben, és V(F) - 
z V(G). 

Megjegyzés. Könnyű igazolni, hogy F akkor és csak akkor G feszítőerdője, ha 
komponensei a. G gráf komponenseinek egy-egy feszítőfája. 

2.3.16. Definíció. Egy T fát egy r € V(T) kitüntetett csúccsal gyökeres fának 

vagy győkereztetett fának nevezünk. 

Megjegyzés. Az r csúcs egyértelműen meghatározza T következő, T irányítását: 
Minden xy él kezdőpontja legyen az r-hez közelebbi csúcs x és y közül. Legyen 

az előző irányítás megfordításával keletkező irányított gráf. 

A T irányításra teljesül, hogy r befoka 0, míg minden más pont befoka 1. 
Egy ilyen tulajdonságú irányításból r is kiolvasható. Tehát a gyökeres fákat azo- 
nosíthatjuk a fenti tulajdonságú irányítással rendelkező fákkal. 

Gyökeres fákat általában úgy ábrázolunk, hogy a lerajzolás legmagasabb csú- 
csa r legyen, és az összes él , lefelé" haladjon. Ekkor az élek irányát jelző nyilak 
is elhagyhatók, hiszen a geometriai megjelenítésből az irányok , kiolvashatók". A 
gyökeres fák fenti értelmezéseit egy konkrét esetben a 2.3.17. ábra mutatja. 


2.3.18. Definíció. Egy gyökeres erdő egy olyan erdő, amelynek minden kompo- 
nensében van egy kitüntetett csúcs, a komponens gyökere. 


A gyökeres fák definíciója utáni megjegyzést kiterjeszthetjük erdők esetére is. 


Feladatok 

2.3.19. Bizonyítsuk be, hogy a következő állítások ekvivalensek: 
(1) F fa, 
Gi) F összefüggő, és [V(F)I— 1 éle van, 

(ii) F-nek IV(F)I — 1 éle van, és nincs benne kör. 
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2.3.17. ábra 


2.3.20. Bizonyítsuk be, hogy minden összefüggő gráfban van olyan pont, amelynek 
elhagyása után is összefüggő marad a gráf. 

2.3.21. Bizonyítsuk be, hogy egy összefüggő gráf pontjai mindig sorba rendezhetők 
úgy, hogy az utolsót kivéve minden pontból induljon él valamely későbbi ponthoz. 
2.3.22. Legyen F egy fa, és v e V(F) egy tetszőleges csúcs. Bizonyítsuk be, hogy 
F felépíthető úgy, hogy a, felépítés kiindulópontja a v csúcsnak felek meg. 

2.3.23. Legyen F egy fa, és T egy összefüggő részgráfja. Bizonyítsuk be, hogy 
ekkor 7-ből kiindulva az építési operációkat alkalmazva F felépíthető. 

2.3.24. A fák felépítésében szereplő ághajtás operációhoz adjuk hozzá egy új pont 
felvételét. Bizonyítsuk be, hogy ekkor pontosan az erdők , gyárthatók" le. Egy 
adott erdő felépítése esetén hányszor kell az új operációt alkalmaznunk? 

2.3.25. Egy n pontú F erdőnek c komponense van. Hány éle van F-nek? 

2.3.26. Bizonyítsuk be, hogy egy T fa dr távolságfüggvénye rendelkezik a 


dríw) 4 dr(wt) S max(dr(uw) 4 dr(vt), dr(ut) 4 dr(vw)) 


tulajdonsággal minden u, v, w,t € V(T) egetén. 
2.3.27. Egy v pontból indítsunk el egy szélességi keresést (lásd 2.2.9. feladat) a G 
gráfban. Az eljárás folyamán ha egy z pont a V; halmazba került, akkor legyen 
éz egy él T-ből egy V. 1-beli (tetszőlegesen választott) szomszédjához. Legyen 
V-WU...UVk, és E — (es :7€ WU... UV). Legyen T — (WV, E). 

(1) Bizonyítsuk be, hogy T a v gyökerű gyökeres fa (szélességi keresőfa). 

(ii) Bizonyítsuk be, hogy ekkor a keresés által elért tetszőleges x csúcsra a T-beli 

Tv irányított út irányítását elhagyva egy G-beli legrövidebb zv utat kapunk. 

2.3.28. Legyen G egy összefüggő gráf, x € V(G), és I: EF(G) — Rt egy távolság- 
függvény. Bizonyítsuk be, hogy létezik olyan T feszítöfa G-ben, hogy tetszőleges v 
csúcsra a T-beli zv út az egyik legrövidebb zv út legyen. Hogyan kel! módosítani 
Dijkstra algoritmusát, hogy egy ilyen T feszítőfát is kiszámoljon? 
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2.3.29. Dolgozzuk ki az előző két feladat irányított változatát. 


2.3.30. Legyen G egy gráf, és z egy csúcs G-ben. Egy címkézési eljárást definiá- 
lunk: 
Kezdőlépés: x címkéje legyen 0, z az aktív csúcs, í — 1. 
Címkézés kiterjesztése: Az u aktív csúcsnak címkézetlen szomszédját keressük. 
e Ha találunk v címkézetlen szomszédot, akkor v az i címkét kapja (c(u) — 1—1). 

v veszi át az aktív csúcs szerepét, i értékét eggyel növeljük, és újból a címkézést 

kiterjesztő lépést hajtjuk végre. 

s Hanem találunk címkézetlen szomszédot, akkor az u aktív csúcsot , bezárjuk" . 

Az aktív csúcs szerepét a legnagyobb címkéjű, nem bezárt csúcs veszi át. 

o Ha ilyen csúcs létezik, akkor újból a címkézést kiterjesztő lépést hajtjuk 
végre. 
o Ha ilyen csúcsot nem találunk, akkor leállunk. 

A címkézési eljárást bővítsük azzal, hogy amikor a címkézést kiterjesztjük 
(azaz amikor egy u címkézett pontjának v címkézetlen szomszédját találjuk), akkor 
egy T élhalmazhoz hozzáadjuk az xű élt (az eljárás kezdetén T — 0). 

(i) Bizonyítsuk be, hogy akkor és csak akkor címkéztük meg G összes csúcsát, ha 

G összefüggő. 

(ij) Bizonyítsuk be, hogy T egy, az s gyökerű gyökeres fa (mélységi keresőfa) 
élhalmaza. T az x csúcsot tartalmazó komponens feszítőfája. 

(iii) Legyen uw egy él G-ben. Tegyük fel, hogy e(u) 5 e(v). Bizonyítsuk be, hogy 
ekkor v a T-beli Tü út egy pontja. 

A feladatban leírt eljárást mélységi keresésnek nevezzük. 





2.3.31. (a) Bizonyítsuk be, hogy egy fa összefüggő részgráfja is fa. 

(b) Legyenek T1,..., Tk egy T fa összefüggő részgráfjai, amelyek közül bármely 
kettőnek van közös pontja. Bizonyítsuk be, hogy az összes részgráfnak van 
közös pontja. 

2.3.32. Legyen T egy páros sok élű fa. Bizonyítsuk be, hogy élei lefedhetők 2 
hosszú, éldiszjunkt utakkal. 


2.3.33. Bizonyítsuk be, hogy minden fában a leghosszabb utak lefoghatók egy 
ponttal. 

2.3.34. Bizonyítsuk be, hogy egy fa automorfizmusának van fixpontja, vagy van 
fix éle. 


2.3.35. Egy konvex sokszöget egymással nem metsző átlókkal háromszögekre osz- 
tunk. Bizonyítsuk be, hogy legalább két olyan háromszög is lesz, amelynek két 
oldala is a sokszög eredeti oldalai közül kerül ki. 
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2.3.36. Legyen 7 intervallumok egy rendszere egy e egyenesen. Feltesszük, hogy e 
egyik pontját sem tartalmazza 7 három intervalluma. Definiáljuk a következő H 
egyszerű gráfot: 

Csúcsai Z intervallumai. Két csúcsot összekötünk, ha a megfelelő intervallu- 
mok metszik egymást. 

(a) Bizonyítsuk be, hogy H fa. 

(b) Bizonyítsuk be, hogy H tartalmaz egy P utat, amelyből minden, nem úton 
lévő csúcs elérhető egy él felhasználásával. Az ilyen gráfokat hernyóknak ne- 
vezzük. 

(c) Bizonyítsuk be, hogy minden hernyó előáll mint valamely 7 intervallumrend- 
szerből a fenti módon konstruált gráf. 

2.3.37. Egy n elemű V halmaznak kiválasztjuk n — 1 pontpárját. Bizonyítsuk be, 
hogy az egyes pontpárokat mint transzpozíciókat (a. két elem felcserélését) tekintve, 
az n— 1 transzpozíció akkor és csak akkor generálja a szimmetrikus csoportot, ha 
az n— 1 pontpárat mint egy gráf éleit tekíntve fát kapunk. 

2.3.38." Egy n x n-es táblázatnak minden oszlopa különböző. Bizonyítsuk be, 
hogy elhagyható egy sora úgy, hogy ez a tulajdonsága fennmaradjon. 


2.3.39." Legyen A egy n elemű halmaz, és P), P), . . ., Pa. az A halmaz egy par- 
tícióinak egy rendszere. Ezt a partícióhalmazt, szeparálónak nevezzük, ha minden 
T,y E A esetén van olyan P,, hogy z és y a P; partíció különböző osztályába esik. 
Bizonyítsuk be, hogy ha Pi, P), . . ., Pa szeparáló partíciórendszere egy A halmaz- 
nak, akkor az egyik partíció elhagyható a rendszerből úgy, hogy az továbbra is 
szeparáló maradjon. 


2.4. Minimális költségű feszítőfa 


A fentiek után tudjuk, hogy egy gráfban akkor és csak akkor van feszítőfa, 
ha összefüggő. Ha adott egy gráf, akkor el tudjuk dönteni, hogy összefüggő-e. Ezt 
megtehetjük úgy, hogy egy szélességi keresést hajtunk végre, és megnézzük, hogy 
az összes pontot elértük-e. Ha G összefüggő volt, akkor egy feszítőfát is megkapunk 
az algoritmus melléktermékeként. Most a feszítőfa keresésének egy általánosítását 
vizsgáljuk meg. 


2.4.1. Definíció. Legyen c: E(G) — Rt egy költségfüggvény G élein. Ekkor egy 
HC E(G) élhatmaz költsége (HR) — Dex ele). 


Az általunk vizsgált probléma a. következő: Adott egy G összefüggő gráf, élein 
egy költségfüggvénnyel. Határozzuk meg a legolcsóbb feszítőfát G-ben, ahol egy 
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feszítőfa költsége az élhalmazának költsége. 

Gondolhatunk a következő gyakorlati problémára: Ádva van n város, ame- 

lyekbe szeretnének bevezetni egy kábeltelevízió-hálózatot, amely az összes várost 
ellátja. Felmérik, hogy az egyes városok közötti összekötéseknek mi a költsége. 
Ezek után szeretnék legolcsóbban megoldani a hálózat kialakítását. Az egyes vá- 
rosokon belüli költségeket állandónak tekintjük. Így a költség minimalizálásánál 
csak a különböző városokat összekötő hálózat kialakításának költségét kell figye- 
lembe venni. Az összekötésekkel kialakult gráfról az a feltétel, hogy összefüggő 
legyen. A költségek minimalizálása miatt a feszítőfák közül kerül ki a hálózatot 
leíró gráf. 
Megjegyzés. 1) A problémánál feltehető, hogy G egyszerű gráf. Hurokélek nem 
játszanak szerepet, hiszen a feszítőfa éleinek választásánál nem jöhetnek szóba. 
Ha párhuzamos élek vezetnek két csúcs között, akkor közülük a feszítőfába leg- 
feljebb egy kerülhet be. Ha a párhuzamos élek közül csak a legolcsóbbat vesszük 
figyelembe, akkor nem veszítünk semmit. 

2) Az is feltehető, hogy az input egy teljes gráf. Egy él hiányára úgy gondolha- 
tunk, hogy az az összekötés valamilyen indok alapján ki van zárva. Gyakorlatban 
ez a lehetőség inkább úgy jelentkezik, hogy az összekötésnek nagyon nagy a költ- 
sége. Tehát ha egy G gráfunk van, és a be nem húzott éleket hozzáadjuk o0 (vagy 
nagyon nagy) költséggel, akkor a kapott súlyozott teljes gráfon a. feladat ekvivalens 
(lényegében ekvivalens) az eredetivel. 

3) A minimalizálási feladat ekvivalens ugyanezen a halmazon (a feszítőfák 
halmazán) a maximalizálási feladattal. Ha a fában minden költség kisebb, mint b 
akkor a költségeket c(e)-ről L — c(e)-re változtatva, a változtatás után a feszítő- 
fák költsége közötti sorrend éppen megfordul. (Ne felejtsük el, hogy a feszítőfák 
mindegyike ugyanannyi élt tartalmaz.) Tehát az új feladatot maximalizáló feszítőfa 
megegyezik az eredeti problémát minimalizáló feszítőfával. 


Mi a fenti módosításokat, egyszerűsítéseket nem használjuk. Algoritmusunk 
helyessége ezeken nem múlik. Azt azonban megjegyezzük, hogy érdemes előre meg- 
gondolni, hogy a probléma szempontjából mi fontos és mi lényegtelen. Ekkor kis 
technikai részleteken nem akadunk el, és az algoritmus , lényegére" koncentrálha- 
tunk. 


2.4.2. Algoritmus.  (Kruskal-algoritmus) 
Rendezési lépés: Rendezzük az éleket költségük szerinti növekvő sorba. 


E(G) — (e1.€2,...sémh ahol efe;) S elej), hai S j. 


Kezdőérték-adás: Legyen A — b C E(G). A lesz az eddig kiválasztott élek halmaza. 


2. Összefüggőség AT 


Beválasztási döntések: i — 1,2...,m esetén eldöntjük, hogy e;-t beválasztjuk-e a 
feszítőfa élhalmazába. A döntést a következőképpen végezzük: 
a Ha az AU (ej) élhalmaz nem tartalmaz kört, akkor e;-t beválasztjuk, azaz 
A:— AU fej) 
s Ha AU (es) tartalmaz kört, akkor e;-t nem választjuk be, azaz A változatlan 
marad. 
Az algoritmus outputja a G gráf összes csúcsa és az A-beli élek által alkotott 
részgráf. 
2.4.3. Lemma. A Kruskal-algorítmus outputja egy feszítőfa. 


Bizonyítás. Tegyük fel, hogy az output nem összefüggő. Legyen U egyik kom- 
ponensének csúcshalmaza. G összefüggő, így G-ben létezik U-t elhagyó él. Az 
algoritmusnak ezen él vizsgálatánál úgy kellett volna döntenie, hogy beválasztja az 
outputba. §i 


2.4.4. Tétel. A Kruskal-algoritmus által megtalált feszítőfa minimális költségű. 


Bizonyítás. Ennél többet is bizonyítunk: Legyen A az algoritmus által definiált 
feszítőfa, és T egy tetszőleges feszítőfa. A élei legyenek a1, a2, . . . , an-1 (az algorit- 
mus beválasztási sorrendje szerint, azaz c(a1) £ ... £ clan-1)), és T élei legyenek 
ti,t2,...,tn-1. A T fa éleinek sorrendjét válasszuk úgy, hogy eít;) S c(tj), ha 
ís j. Azt fogjuk bizonyítani, hogy minden 1 £ i £ n—1 esetén c(a;) 2 elt). 

Ezt i-re vonatkozó indukcióval igazoljuk. i — 1 esetén ez nyilvánvaló, hiszen 
az algoritmus definíciójából az a legolcsóbb nem hurokél a gráfban. 

Az indukciós lépés igazolásához feltesszük, hogy c(a1) £ e(ti), . . . sólas-1) z 
S e(ti-1). Az állítás: e(a:) S e(t;). Indirekt módon tegyük fel, hogy e(a;) 2 elt). 
Legyen A; 1 a V(G) csúcshalmaz és az ai, . . . , a. 1 élek által definiált erdő. Legyen 
T; a ti,...,t; élek halmaza és a V(G) csúcshalmaz által definiált erdő. Belátjuk, 
hogy T:-nek van olyan t; éle, amely nem eleme az E(A;-1) élhalmaznak, de vele 
együtt sem alkot kört. Ebből az indukciós állítás következik, hiszen t; vizsgálatánál 
a kiválasztott élhalmaz nem lehet bővebb (a1, . . . , a. 1)-nél, és ekkor az algoritmus 
beválasztotta volna t5-t. 


A megígért állítás a következő lemma egy speciális esete. u 


2.4.5. Lemma. Legyen A és T egy-egy körmentes élhalmaz G-ben. Tegyük fel, 
hogy IAI c ITI. Ekkor van olyan t E TV A él, hogy AU (t) is körmentes, 

Bizonyítás. Legyen Á — (V(G), A), és f — (V(G),T). Tegyük fel, hogy nincs a 
lemmában szereplő t él. Ekkor T körmentes élhalmaz, amelynek minden eleme A 
egy komponensén belül halad. Ebből viszont könnyen adódik, hogy a T élhalmaz 
legfeljebb akkora elemszámú, mint az A élhalmaz. TT 
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Feladatok 


2.4.6. A G gráf élein a költségek különbözőek (ha e A f, akkor c(e) 7 elf). 
Bizonyítsuk be, hogy ekkor az optimális feszítőfa egyértelmű. 


2.4.7. Legyen G egy súlyozott gráf, amelynek optimális feszítőfája nem egyértelmű 
(tehát az éleken lévő költségek között vannak egyenlőek, és így az élek költségek 
szerinti rendezett sorrendje sem egyértelmű). Legyen T egy optimális feszítőfa. 
Bizonyítsuk be, hogy van az éleknek a költségek szerinti olyan sorbarendezése, 
amelynél a Kruskal-algorítmus T-t adja meg. 


2.4.8. (R. C. Prim algoritmusa) A következő algoritmus egy súlyozott összefüggő 
gráfban egy feszítőfát talál: Kiindulunk egy tetszőleges pontból. Az ebből kiinduló 
élek közül kiválasztjuk a minimális költségűt, és ezzel egy kétpontú fához jutunk. 
Ha már van egy T fa részgráfunk, akkor kiválasztunk egy minimális költségű élt 
az olyan élek közül, amelyeknek egyik csúcsa T-ben, a. másik pedig T-n kívül van. 
Ezt az élt T-hez adjuk, és az eljárást addig folytatjuk, amíg egy feszítőfánk nem 
lesz. Bizonyítsuk be, hogy az így kapott feszítőfa minimális súlyú. 


2.4.9. (Boruvka algoritmusa) Legyen G egy összefüggő súlyozott gráf, amelyben 
tetszőleges két él költsége különböző. A következő algoritmus egy feszítőfát talál 
G-ben: Kiindulunk az összes pontot és egyetlen élt sem tartalmazó gráfból (ez egy 
feszítőerdő). Minden pont esetén kiválasztjuk az abból a pontból induló minimális 
költségű élt. Az összes csúcs halmazán az így kiválasztott élek egy feszítőerdőt 
adnak. Az algoritmus általános fázisában is egy feszítőerdőnk van. Minden kom- 
ponense esetén kiválasztunk egy minimális költségű élt azon élek közül, amelyek 
egyik végpontja a szóban forgó komponensben van, a másik pedig azon kívül. Az 
így kiválasztott éleket az aktuális feszítőerdőhöz adjuk. Az eljárást addig folytat- 
juk, amíg egyetlenegy komponensünk marad, azaz egy feszítőfánk lesz. Bizonyítsuk 
be, hogy ez a feszítőfa minimális költségű. 
2.4.10. Legyen G egy súlyozott összefüggő gráf. Éleit rendezzük a költségek sze- 
rinti csökkenő sorrendbe. Ezen sorrendet követve az összes élt vizsgáljuk meg. 
Minden e él vizsgálatánál nézzük meg, hogy a még el nem dobott élek által alko- 
tott gráf valamely köre tartalmazza-e az e élt. Ha igen, akkor dobjuk el az e élt, és 
térjünk át a következő él vizsgálatára. Ha az e élt nem tartalmazza kör az el nem 
dobott élek által alkotott gráfban, akkor az e élt hagyjuk meg, és így térjünk át a 
következő csúcs vizsgálatára. 

Bizonyítsuk be, hogy az eljárás végén meghagyott élek egy minimális költségű 
feszítőfa élhalmazát adják. 


2.4.11. A következő pontokban egy-egy algoritmust definiálunk, amelyek egy 
összefüggő súlyozott gráfban egy-egy feszítőfát találnak: 
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a) A gráfnak kiválasztjuk egy tetszőleges körét, és vesszük annak egy ma- 
ximális költségű élét. Ezt az élt eldobjuk, és a maradék gráfra megismételjük 
eljárásunkat. Ezt addig folytatjuk, amíg már nem lesz kör a gráfban. Mivel a gráf 
végig összefüggő marad (miért?), ezért egy feszítőfát találtunk meg. Bizonyítsuk 
be, hogy ez a feszítőfa minimális költségű. 

b) A gráfnak kiválasztjuk egy vágását, és ebből veszünk egy minimális költ- 
ségű élt. Ezt és az összes pontot tartalmazó részgráfot egy kiinduló erdőnek tekint- 
jük. A továbbiakban olyan vágást választunk, ami nem tartalmaz élt az aktuális 
erdőnkböl. Ebből a vágásból kivesszük a minimális költségű élt, és az erdőnket 
kibővítjük vele. Bizonyítsuk be, hogy az így kapott feszítőfa minimális költségű. 

c) A fenti két változat , keverhető" is: A súlyozott gráfunkban az éleket szí- 
nezzük. Két színt használunk: pirosat és kéket. A színezés folyamán kétféle lépést 
tehetünk. Az egyik az, hogy egy olyan kört veszünk, amelynek összes éle kék vagy 
még nem színezett, és ezen kör még nem színezett élei közül a maximális költsé- 
gűt pirosra festhetjük. A másik az, hogy egy olyan vágást veszünk, amelynek élei 
pirosak vagy nem színezettek, és ezen vágás nem színezett élei közül a minimális 
költségűt kékre festjük. Az algoritmus folyamán tetszőlegesen dönthetünk, hogy 
milyen típusú lépést végzünk. Bizonyítsuk be, hogy az algoritmus végén a kék élek 
egy feszítőfát alkotnak, és ez a feszítőfa minimális költségű. 


2.5. Mohó algoritmusok 


A Kruskal-algoritmusban megfigyelhető a következő , filozófia": Minden lé- 
pésben az eddig nem vizsgált élek közül a legolcsóbbat vizsgáljuk meg. Csak akkor 
nem használjuk ezt a legolcsóbb élt, ha ez már nem megengedett az eddigi lépé- 
seink miatt. Azaz mindig az éppen legjobbnak tűnő döntést hozzuk, és korábbi 
döntéseinket nem bíráljuk felül. Az ilyen filozófiára épített algoritmusokat , mohó 
algoritmusoknak" nevezzük. 

A továbbiakban a maximális költségű feszítőfa kiválasztásának problémá- 
ját általánosítjuk. Észrevehető, hogy az algoritmus folyamán a gráfstruktúrából 
nkeveset" használtunk. Az éleket egy univerzum elemeiként fogtuk fel, és csak az 
érdekelt minket, hogy ennek az univerzumnak egy részhalmaza tartalmaz-e kört. 
Tehát ha adott UV — E(G), c: UV S Rt és az 


M —-(F CU: F nem tartalmaz kört) 


halmazrendszer, akkor a gráfot , el is felejthetjük". Feladatunk a legdrágább M-beli 
halmaz kiválasztása. Az M halmazrendszer rendelkezik a következő két tulajdon- 
sággal: 
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(1 MáB. 

(2) HE M,IC H esetén I E M. 
Tetszőleges, (11—(2) tulajdonságú Mt C 27 halmazrendszer és c: UV — R? költség- 
függvény esetén felvethetjük a maximális költségű halmaz megkeresésének problé- 
máját. Nevezzük ezt c-max(AM) feladatnak. 


2.5.1. Példa. A maximális feszítőfa keresése az általánosítás alapját szolgáló példa 
volt, így maga is egy c-max(M) feladat. 


2.5.2. Példa. Legyen G egy páros gráf. A két színosztály elemeire úgy gondolunk, 
mint alsó és felső pontokra. Élek egy halmaza párosítás, ha az éleknek mind az 
alsó, mind a felső végpontjaik különbözőek. Legyen U — E(G), és minden X CU 
halmazra X € AM akkor és csak akkor teljesüljön, ha X párosítás. 

A megfelelő optimalizálási problémára gondolhatunk a következőképpen: Az 
alsó pontok raktárak, a felső pontok gyárak. A c: E(G) — R" függvény azt írja le, 
mi lesz a raktárakat fenntartó cég haszna, ha, az egyik raktárat az egyik gyár bérli 
ki. Egy raktáron semelyik gyár sem akar közösködni más gyárral. Így a raktárakat 
bérlő cég egy párosítás által leírt hozzárendeléssel tudja a bérletet megoldani. A 
cég célja a bérleti díjakból eredő bevétel maximalizálása. 


2.5.3. Példa. Legyen G egy páros gráf A és F színosztályokkal. Legyen U — A, 
Minden X C U halmazra X € M akkor és csak akkor teljesüljön, ha van X elemeit 
párosító párosítás G-ben. 

A megfelelő optimalizálási problémára gondolhatunk a következőképpen: F 
elemei egy iroda dolgozói, A elemei elvállalható munkák, és a c: A — R? költ- 
ségfüggvény az iroda hasznát írja le, ha a megfelelő munkát valaki elvégzi. Egy 
munka egy embert követel, és egy ember egyszerre csak egy munkát tud végezni. 
Tehát kell léteznie az egyszerre elvállalt munkák és a dolgozók között a munká- 
kat lefedő párosításnak. Áz iroda igazgatójának feladata egy olyan munkahalmaz 
kiválasztása, amelyre a benne szereplő munkák által hozott bevétel maximális. 


A mohó filozófia. alapján adódik egy eljárás a c-max( A) feladatra: 
2.5.4. Algoritmus, (Mohó eljárás c-max(A1) megoldására) 
Rendezési lépés: Rendezzük U elemeit költségük szerint csökkenő sorba: 


U7(e1...semh ahol  c(ep)2 c(ej), hai j. 


Kezdőértékadás: Legyen A :— 0. 
Beválasztási lépés: i — 1, . . . , m-re rendre megnézzük, hogy AU(e;) € M teljesül-e. 
Ha igen, akkor A : AU (e;). Ha nem, akkor A változatlan marad. 
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2.5.5. ábra 


Tudjuk, hogy az eljárás a maximális költségű feszítőfa problémáját helyesen 
oldja meg. A következő ábra egy , raktárbérleti" problémát mutat, ahol a mohó 
eljárás nem az optimális eredményhez vezet. 

Helyes lesz-e az eljárás a munkák elvállalásánál? Milyen feltételt kell teljesítenie 
az AM halmazrendszernek ahhoz, hogy a mohó eljárás működjön? 


2.5.6. Tétel. Legyen M egy (1) és (2) tulajdonságú halmazrendszer. Ekkor o 
következők ekvivalensek: 
(1) c-max(AM)-et minden pozitív költségfüggvény esetén a mohó eljárás helyesen 
oldja meg, 
(4) A,BEM éslAl 5 IBI esetén létezik olyan a € AN B, amelyre BU (a) € M. 


Bizonyítás. (i)(ii): Legyen A és B két M-beli halmaz, amelyekre JAI 5 IB]. 
Definiáljuk a következő c függvényt: 


Ú; hazeB, 
e(z) — [1- harc AM B, 
€, harg AuUB. 
€ értékét olyan kis pozitív értéknek választjuk, hogy a c(B)-te(U (AU B)) c e(4) 
egyenlőtlenség teljesüljön. 

Feltevésünk alapján a mohó eljárás működik. Ez először kiválasztja B elemeit, 
majd ennek bővítésével eljut az optimumhoz. Ha, c-t a fenti módon választjuk, 
akkor ez csak úgy lehetséges, ha egy A ! B-beli elemet is kiválaszt az algoritmus. 
A kiválasztott elem betöltheti a szerepét (ii)-ben, ami így igazolja (ii)-t. 


(1) (1): A Kruskal-algoritmus helyességének bizonyítása lemásolható. u 


2.5.7. Definíció. Legyen S egy véges halmaz és M C 25 egy halmazrendszer. 
(S, At)-et matroidnak nevezzük, ha. kielégíti az (1), (2) és (ti) feltételeket. M 
elemeit független halmazoknak nevezzük. 


A matroidok elméletébe sajnos nincs lehetőségünk belemélyedni, ennek elle- 
nére még találkozni fogunk a fogalommal. 
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Feladatok 
2.5.8. Az előző fejezet végén szereplő feladatokban a Kruskal-algorítmus több mó- 
dosítását láttuk. Fogalmazzuk meg ezeket az algoritmusokat matroidokra, és bizo- 
nyítsuk be, hogy korrektek, azaz egy maximális súlyú független halmazt találnak 
meg. 
2.5.9. Bizonyítsuk be, hogy (S, AM) akkor és csak akkor matroid, ha 

() de Mm, 

(ii) A € M, B C A esetén B € M, 
(iii) minden X C S esetén X már nem bővíthető, A(-beli részhalmazai ugyanolyan 

számosságúak. 


2.6. Feszítőfák száma 


Ebben a fejezetben G egy tetszőleges, hurokél nélküli gráfot jelöl. G G-nek 
egy tetszőleges irányítása. 

Emlékeztetőül felidézünk gráfokkal kapcsolatos két mátrixot. IG a G gráf 
pont-él incidenciamátrixa. A sorok a pontoknak, az oszlopok az éleknek felelnek 
meg. A mátrix elemei 1-esek és 0-k attól függően, hogy a pozíciónak megfelelő pont 
(sor) illeszkedik-e a megfelelő élre, vagy nem. Ia ennek a mátrixnak irányított grá- 
fok esetére vett változata. A mátrix elernei 1-esek, —1-esek és 0-k attól függően, 
hogy a pozíciónak megfelelő pont (sor) a megfelelő él (oszlop) végpontja, kezdő- 
pontja, vagy nem illeszkedik rá. Mindkét mátrix mérete n x m, ahol n — IV(G)I, 
és m — JE(G)]. 

2.6.1. Lemma. Ia minden négyzetes almátrizának determinánsa 0, 1 vagy —1. 


Bizonyítás. A négyzetes almátrix méretére vonatkozó indukcióval bizonyítunk. 
Csak az indukciós lépés problémás. Legyen M egy négyzetes almátrix. 

1. eset: M-nek van csupa 0 oszlopa. Ekkor det M — 0. 

2. eset: M-nek van olyan oszlopa, amelyben egyetlenegy nem 0 elem áll. Eszerint 

kifejtve M-et és indukciót alkalmazva kapjuk az állítást. 

3. eset: M minden oszlopában legalább két darab nem 0 elem van. Ez csak úgy 

lehet, hogy M minden oszlopában egy 1 és egy —1 elem áll a 0-kon kívül. Azaz M 

sorvektorainak összege 0. Így det M — 0. " 


A fenti bebizonyított tulajdonság sok fontos mátrix esetén teljesül. Érdemes 
külön elnevezéssel illetni az ilyen mátrixokat. 


2.6.2. Definíció. Egy M mátrixot totálisan unimodulárisnak nevezünk, ha minden 
négyzetes részmátrixának determinánsa 0, 1 vagy —1. 
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Megjegyzés. Speciálisan egy totálisan unimoduláris mátrix minden eleme O, 1 vagy 
-1. 

Az előző lemmát a bevezetett fogalommal úgy fogalmazhatjuk meg, hogy Ig 
egy totálisan unimoduláris mátrix. 


A következőkben meghatározzuk IG rangját. Egy M mátrix rangját rang( M)- 
mel jelöljük. Mátrixaink elemei általában a (—1,0, 1) halmazból kerülnek ki. Ezek 
a számok tetszőleges test felett , értelmesek". Az, hogy melyik test felett dolgozunk, 
kihat a mátrix rangjának értékére. Ha külön nem tisztázzuk azt a testet, amely 
felett dolgozunk, akkor a racionális számok € teste (vagy, ami esetünkben ugyanaz, 
a valós számok R teste) felett kell értelmezni fogalmainkat. Ha más, I test felett 
dolgozunk, akkor azt hangsúlyozzuk, és a megfelelő rangot rangy-fel jelöljük. 

rang (I) meghatározásához első megjegyzésünk, hogy a mátrix definíciójából 
nyilvánvaló, hogy sorainak összege a 0 vektor. Így Ig rangja határozottan kevesebb 
sorainak számánál, n-nél. A következőkben kiderül, hogy összefüggő gráfok esetén a 
rang n — 1-gyel egyenlő. A következő lemma ennél jóval többet mond. Megmondja, 
mely (n — 1) x (n — 1)-es részmátrixok nem elfajulók. 

Egy (n — 1) x (n — 1)-es méretű részmátrix kiválasztásához egy sort el kell 
hagynunk, és n — 1 oszlopot ki kell jelölnünk. Ehhez egy jelölést vezetünk be. Egy 
M mátrix esetén MIT, J] az I sorok és J oszlopok kiválasztásával kapott mátrixot 
jelöli. Az MIT, J] jelölésben az / feletti vonás azt jelöli, hogy az I-nek megfelelő 
sorok (illetve oszlopok, ha a felső vonás a második komponensben jelenik meg) a 
nem kiválasztottak, éppen az elhagyásuk történt. 


2.6.3. Lemma. Legyen v € V(G), és S C E(G) egy n- 1 elemű élhalmaz (v 
azonosítható egy sorral, S pedig egy oszlophatmazzal). 
($) [det (ZG[E, 5])] — 1 akkor és csak akkor teljesül, ha S egy feszítőfa élhalmaza. 
(ii) det (7, aív,5]) — 0 akkor és csak akkor teljesül, ha S nem egy feszítőfa élhal 
maza. 


Bizonyítás. Elég mindkét állításnak az , akkor" irányát belátni. 

(i) Legyen § egy § feszítőfa élhalmaza. Ekkor 5-ben van egy v-től különböző 
elsőfokú pont: u. Legyen e az u-ra illeszkedő 5-beli él. u egy olyan sort biztosít az 
Ialz, S] mátrixban, amely egyetlenegy 0-tól különböző elemet tartalmaz, és ez 41. 
Eszerint kifejtve a mátrixot: 


det (Iafv, 51) - det (a(fu.v], 54 tem) 


Mivel Is[fu,vh S 4 (ep — Ig D.S Ve, és SA (e) egy feszítőfa élhalmaza 
G — u-ban, ezért indukcióval adódik az állítás. 
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(ii) Tegyük fel, hogy 5 egy n — 1 elemű élhalmaz, amely nem egy feszítőfa él- 
halmaza. Ekkor 5 tartalmazza egy G-beli kör élhalmazát. Ezen kör élei által adott 
oszlopokból a 0 vektor nemtriviálisan kikombinálható. (Ha a kör [ci egy irányított 
köre, akkor az oszlopok összege 0 lesz. Ha a kör nem irányított, akkor nézzük meg, 
mely éleket kell megfordítani ahhoz, hogy irányítottá tegyük. A megfordítandó 
élek oszlopait —1-gyel szorozva, majd a többivel összeadva, kapjuk a nemtriviális 
lineáris összefüggést.) Így det (Ir, S]) — 0. u 
Megjegyzés. A fenti lemmát algoritmikus célokra is használhatjuk: Ádott egy G 
gráf és egy IV(G)I — 1 elemű élhalmaza. A. fentiek után annak eldöntése, hogy az 
adott élhalmaz egy feszítőfa élhalmaza-e, történhet egy determináns kiszámítása 
segítségével. 

Az előző lemmából könnyen adódik a megígért állítás, azaz Ia rangjának 
meghatározása összefüggő G gráfok esetén. A nem összefüggő gráfok esete könnyen 
visszavezethető az összefüggő esetre. 


2.6.4. Következmény. 
(4) Ha G összefüggő, akkor rang (IG) —n—1. 
(id) rang (Ig) — n— c, ahol c G komponenseinek száma. 

Bizonyítás. (i) rang (Ia) £ n — 1-et tudjuk. A másik irányú egyenlőtlenséghez 
felhasználjuk, hogy G-ben létezik feszítőfa, azaz az előző lemma alapján I-ben 
létezik (n -— 1) x (n — 1)-es méretű nemelfajuló mátrix. 

(ii) G komponensei a csúcsokat osztályokba sorolják. Ez a partíció megfelel 
Ig sorai egy partíciójának. Így Ia ,szétszedhető" c darab részmátrixra. Ha az 
egyes komponensek pontszáma n1, na, . . . ,1c, akkor az egyes mátrixok rangjai mi — 
1,n2—1,...,ne — 1. Egyszerűen belátható, hogy különböző almátrixok sorai által 
generált alterek ortogonálisak. Így az egész mátrix rangja (n1—1)-k...-(ne—1) 5 
zn-c. u 
Megjegyzés. Az n — c mennyiséget szokták a G gráf rangjának is nevezni. 
2.6.5. Következmény. Legyen G egy tetszőleges gráf. Ekkor G feszítőfáinak száma: 

0 If) téri 
det ( sm 1 det (emg tj] b 
Megjegyezzük, hogy az Ialvlrz[5] mátrix sorat, illetve oszlopai a G gráf v-től kü- 
lönbdöző csúcsaivol címkézettek. Egy u,w € VÍGY V(v) pár a mátriz egy elemét 
határozza meg, amelynek értéke 
de(u), hauzw, 
—muwi  haugzw, 











ahol muw az u, w pontpárt összekötő élek száma. 
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Bizonyítás. Á 3 
0 — IV 
elém 9) 
(n4-m-—1) x (n-4 m — 1) méretű mátrix determinánsát fejtsük ki az első n — 1 sora 
alapján Laplace módszerével. A kifejtésben szereplő együtthatók meghatározásá- 
hoz a sorokat és oszlopokat azonosítjuk sorszámukkal, az (1,2,...,n-tm— 1) szá- 
mokkal. Tehát a G gráf v-től különböző csúcsai azonosítva vannak az 1,2,...,n-1 
számokkal, és a. G gráf élei azonosítva vannak az n,n -k 1, ...,n b m — 1 számok- 
kal. Legyen Ig — (1,2,...,n— 1) az első n — 1 sor indexeinek halmaza. Legyen 
JC (1,2,...,n4m 1) egy tetszőleges n— 1 elemű oszlophalmaz. J-t tekinthetjük 
indexekkel, illetve csúcsokkal vagy élekkel azonosított halmaznak. A továbbiakban 
ezeket a szemléleteket felváltva használjuk. M([Zo,J] az M mátrix Ig és J által 
meghatározott (n — 1) x ín — 1)-es részmátrixa. Tehát M[/o, J] részmátrixa az M 
mátrix első n — 1 sora által alkotott mátrixnak, amely mátrix azonos 0 oszlopvek- 
torokkal kiegészített IÍv] mátrixszal. Ekkor 


det(M) - $.(-DERTE Jdet (Mo, J)) det (M(To, 1) , 
J 





— [det(M)I 


ahol 59 X az X elemeinek megfelelő sorok vagy oszlopok indexeinek összege. Mivel 
az Mí(Io,J] mátrix az fal, JV (1,2,...,n — 1)] mátrixból és esetleg további 0 
oszlopokból áll, ezért det (M([/9, J]) akkor és csak akkor nem lesz 0, ha J egy 
feszítőfa élhalmazának felel meg. 

A det (Mo, J]) determinánst az M(fo, J] mátrix utolsó m — (n — 1) oszlopa, 
alapján ismét kifejthetjük. (Az M[fo, J) mátrix utolsó m—(n—1) oszlopa pontosan 
az M mátrix , egységmátrix részébe" eső oszlopai.) Ismét a Laplace-féle kifejtést 
alkalmazzuk. Az ebben előforduló előjelek kifejezésére a sorok és oszlopok indexelve 
vannak. Mivel az M([fo, JT] mátrixot M-ből oszlopok és sorok elhagyásával kaptuk, 
ezért az M Ho. I] mátrixbeli indexek eltérnek a megfelelő sor, illetve oszlop M-beli 
indexétől. Legyen Jó — ín,n-k1,...,m) (az MÍIo, J] mátrix utolsó m—n-1 
darab oszlopának indexei), és ! egy tetszőleges m — n-t 1 elemű sorhalmaz az 
M([o, 7) mátrixból. 

Így kapjuk, hogy a keresett determináns: 


-jep DD (—DE7D(J)DA(I), 


4: feszítőta 
élhalmeza 


ahol 
D1(J) -det (Ig 





.3 
D2(J) - (EcnEre Jódet (M(fo, TIT, Jó]) det (urn 3) ) ; 


F 
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A det (M(To, IL, J6]) determináns csak akkor nem lesz 0, ha 1" pontosan a J-n kí- 
vüli éleknek megfelelő sorokat tartalmazza. A továbbiakban F(J) ezt a sorhalmazt 
jelöli. Ekkor M(Io, JJI(J), Jó] éppen egy egységmátrix lesz. Az eddig elért gon- 
dolatok talán jobban követhetők, ha észrevesszük, hogy az M(Io, JI mátrix utolsó 
m-—n-1 oszlopa mindegyikében egyetlenegy 1-es van. Így a mátrix determinánsát 
m—n-1-szer az utolsó oszlop szerint kifejtve eljutunk a fenti összeg most tárgyalt 
tagjához. Az, hogy a Laplace-féle kifejtésre hivatkoztunk, abból ered, hogy bizonyí- 
tásunk legtechnikaibb része az előjelek számontartása. Az előjelek így viszonylag 
könnyen felírhatók. 

Az Mílo. I] mátrix I"(J)-ben nem szereplő éleknek megfelelő sorait véve, ezek 
indexei rendre n — 1-gyel kisebbek, mint az M(3Jo, JI mátrixban a J-beli éleknek 
megfelelő oszlopok indexei. 

Az M(o,J) mátrix I(J)-ben nem szereplő éleknek megfelelő sorait véve, a 
kapott mátrix éppen Iélv, JI. Azaz 


MŰ ITT) 7 II. 
Összefoglalva, a det( M) érték: 


5 (DEE Pdet (Iglv, I) DET E Jóget (1g/5, 11) 


4: faszítőfa 
élhalmaza 


, 4 § 
-(- ESZ Hz (- ET MET (det (2zts, 91) j. 
4: feszítőfa 
élhalrasza 

Az eddigiek alapján könnyű ellenőrizni, hogy XI(J) 4 YJ paritása nem függ 
attól, hogy J melyik feszítőfa élhalmaza. Így a szummajel mögött azonos elő- 
jelű, 1 abszolútértékű számokat adunk össze. Ebből adódik, hogy a determináns 
abszolútértéke a feszítöfák számát adja G-ben. 

A tételben szereplő két determináns egyenlőségének igazolásához hozzuk az 
első mátrixot ( (Ét 1) alakra a jobb alsó egységmátrix segítségével, sorműve- 
letekkel. Egyszerű meggondolni, hogy X — —Ia[bUIg (v], és így a mátrix determi- 


nánsának abszolútértéke [det (7s(7Z(51) k űi 
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Feladatok 


2.6.6. Legyen G egy tetszőleges gráf, és a egy tetszőleges irányítása. Bizonyítsuk 
be, hogy rang (1, a) -— n— c, ahol c a G gráf komponenseinek száma. 

2.6.7. Legyen G egy irányítatlan gráf, és Ig a gráf pont-él incidenciamátrixa. Bi- 
zonyítsuk be, hogy rang, (IG) — n — c, ahol c a G gráf komponenseinek száma. 
2.6.8. A fenti feladat azt mutatja, hogy az irányított gráfok mátrixainak vizsgálata 
és irányítatlan gráfok mátrixainak F2 feletti vizsgálata között analógia van. A 
fejezet többi állítására is kiterjed-e az analógia? 

2.6.9. Határozzuk meg a következő gráfok feszítőféinak számát. 


(a) Ch 
(b) G egy n—1 pontú útgráf plusz egy új pont, amit az út összes pontjával 
összekötünk, 


(c) G egy n—1 pontú körgráf plusz egy új pont, amit a kör összes pontjával 
összekötünk, (Az így kapott gráfot kerékgráfnak vagy keréknek nevezzük, és 
izomorfiatípusát W,,-nel jelöljük.) 

(d) Ka 

(e)" Ha. 

2.6.10. Legyen T egy fa az (1, 2, ...,n) ponthalmazon. Válasszuk ki a legkisebb 
számú elsőfokú pontját, írjuk le szomszédja számát, és töröljük a Pontot magát. 
Ismételjük meg az eljárást addig, amíg csak két pontunk marad. Így egy n— 2 
hosszú számsorozathoz jutunk. 

(a) Bizonyítsuk be, hogy a számsorozatból egyértelműen visszafejthető, hogy me- 
lyik fából nyertük. 

(b) Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges számsorozat valamely fa kódja. 

(c) Határozzuk meg az í1, 2, . . ., n) ponthalmazú fák számát. 


2.7. Elektromos hálózatok elmélete 


Most látszólag témát változtatunk, és egy fizikai kérdést kezdünk vizsgálni. 
Adott egy elektromos hálózat. Ezt a hálózatot egy G gráfnak fogjuk fel. A fizikai 
jelentés miatt természetes a feltevés, hogy G egy összefüggő gráf. A csúcsok a 
csomópontok, és az élek a csomópontokat összekötő huzalok. Az éleken vannak 
áramforrások, és minden élnek van ellenállása. Az egyszerűség kedvéért minden 
élre bekötünk egy áramforrást, ennek feszültsége lehet 0 V is. Hasonlóan, ha egy 
áramforrás két csomópont között ad feszültségkülönbséget, akkor ezt egy élen lévő 
feszültségforrásnak gondoljuk, ahol a. huzal ellenállása 0 ohm. 
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Az áramnak van egy áramlási iránya. Ezt azzal fejezzük ki, hogy az ára- 
merősséget és feszültségkülönbséget előjeles számnak tekintjük. Ehhez meg kell 
állapodnunk abban, hogy mit értünk pozitív áramerősség (pozitív feszültség) alatt. 
Így az alapgráf minden élén megállapodunk egy irányban. Ez az irány definiálja 
az áramerősség, illetve feszültség előjelét. A gráfelmélet nyelvén: G egy tetszőleges 
G irányítását vettük. 

Összefoglalva, a következő feladattal állunk szemben: Adott egy G irányítat- 
lan gráf. Erről az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy összefüggő. 
Legyen G egy tetszőleges irányítása G-nek. Ezek után -G-vel dolgozunk. Minden e 
élhez adott egy ve és egy Te érték (az ott lévő telep feszültsége és a huzal ellenállása). 
Meg akarjuk határozni az éleken kialakuló U, feszültségeket és I, áramerősségeket. 
Legyen n — [V(G)I, és m — JE(G)I. Tehát 2m ismeretlenünk van. 

A megoldáshoz az elektrornos hálózatok fizikai elméletét kell felhasználnunk. 
Ezen elmélet sarokkövei Ohm tétele és Kirchhoff tételei. 


Ohm tétele: Minden e élre Us — rele t te. 


Kirchhoff első tétele: Ezt csomóponti törvénynek nevezik. Minden v € V(G)-re 
felírható egy egyenlet; MezzteEtő) 4 PE Denytev(ő) Te 


A csomóponti törvényt általánosíthatjuk. Először bevezetünk néhány olyan 
új fogalmat, amelyek az általánosításhoz szükségesek. 


2.7.1. Definíció. V(G) két diszjunkt, nemüres halmazra való felosztását vágásnak 
nevezzük. A két osztály, B és J, a vágás két oldala. Rajzokon (amikor tehetjük) a 
két osztályt egymás mellé rajzoljuk, és egyikre mint bal, a másikra mint jobb oldal 
hivatkozunk. V — (B,J) esetén a vágás E(V) élhalmaza az (e — zy € V(G) : 
reB,yEeJ, vagy re J, y € B) halmaz. 

Irányított gráfok esetén is bevezethetők a fenti fogalmak. Ekkor az élhalmaz 

természetes módon felbontható két részre: Az irányított esetben a két oldal között 
haladó éleken kétféle élt különböztethetünk meg az irányítás alapján. Ha a vágás 
egyik oldalát elnevezzük B-nek (bal oldalnak), és a másik oldalát J-nek (jobb 
oldalnak), akkor lesznek jobbra és lesznek balra haladó élek. Ezek halmaza legyen 
Et(V), illetve E7(V). 
Megjegyzés. Az ET(V) és E7(V) élhalmazok nem jóldefiniáltak. Értékük függ a 
bal, illetve jobb oldal" kinevezésétől. Egy V vágást egy kinevezett bal oldallal 
V.-ként jelölünk, és gyökeres vágásnak nevezünk. Ebben az esetben Et és E7 
értéke jóldefiniált. 

Az első Kirchhoff-törvény — nem formálisan — azt mondja, hogy minden 
csúcsba befolyó áram ki is folyik. Ennek egy általánosítása, hogy minden vágás 


2. Összefüggőség 59 


esetén a bal oldalba befolyó áram ki is folyik, azaz pa Et(V) I. - Dees-w) I. —0. 
Ennek az egyenletnek egy formális bizonyítását kapjuk, ha a V jobb oldalán lévő 
pontok mindegyikére felírjuk a csomóponti törvényt, és összeadjuk őket. A kapott 
törvényt vágási törvénynek nevezzük. 


Kirchhoff második tétele: Ezt szokták huroktörvénynek is nevezni. Minden G-beli 
körre felírhatunk egy egyenletet. Adjunk egy G-beli C körnek egy körüljárási irányt, 
Legyen Ct az így kapott irányított kör. (C részgráfja G-nek, de Ct nem feltétle- 
nül részgráfja G-nek) A C-nek megfelelő élek G-ben előremutató vagy hátramu- 
tató élek lesznek. Az ennek megfelelő élhalmazok legyenek Et(C), illetve E7(C). 
(Jelölésünk ismét nem egyértelmű, a definiált élhalmazok csak akkor lesznek egyér- 
telműen definiálva, ha a C kör Ct irányítása is adott. Ezt a Ct irányítást a 
jelölés elfedi". Az irányítás megváltoztatása a két élhalmazt ,csak" felcseréli.) Az 


egyenlet: 
3 U.- B Un 


eEEt(0) e€E-(0) 


kk kk kk 
A fizikai elmélet megtanulása után természetesen vetődik fel a kérdés: ezek 
az egyenletek mindig elegendőek-e ahhoz, hogy kiszámítsuk a 2]E(G)I — 2m darab 
változó értékét. 


Megjegyzés. Természetesen bizonyos feltételekre szükségünk van. Ha gráfunkban 
egy olyan kör van, amelynek mindegyik élén ellenállás nélküli áramforrás van, akkor 
fizikai szemléletünk alapján érezzük, hogy az elektromos hálózat , hibás? . Célunk 
annak kimutatása, hogy ettől az esettől eltekintve a hálózat adatai minden esetben 
egyértelműen meghatározhatók Ohm és Kirchhoff törvényei segítségével. 


A felírt egyenletek száma rendkívül nagy (egy gráfban rendkívül sok vágás 
van, és rendkívül sok kör lehet). Egyértelmű megoldáshoz 2m független egyen- 
let szükséges. A továbbiakban azt tárgyaljuk, hogyan választhatunk ki független 
egyenleteket a fentiekből. 


Ohm-törvények: Ezek a törvények m darab lineáris egyenlőséget adnak. Írjuk fel 
az egyenletek mátrixát. A mátrix sorai az egyenletekkel vannak azonosítva, azaz 
az élekkel, az oszlopok pedig a változókkal. Kétféle változónk van: áramerősség- és 
feszültségváltozók. Mindkét csoport elemei az élekkel vannak azonosítva. A sorok 
és oszlopok alkalmas sorrendjével a mátrix a következő alakot ölti fel: 


(I,-R), 
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ahol mindkét mátrix mérete m x m, és R egy olyan diagonális mátrix, amely- 
nek átlós elemei az re értékek. A mátrixból nyilvánvaló, hogy az Ohm-törvények 
lineárisan függetlenek. 


Vágási törvények: Könnyen kiszámolható, hogy 277! - 1 darab vágás van egy n 
pontú gráfban. Mindegyik vágásra két törvényt írhatunk fel annak megfelelően, 
hogy melyik irányú éleket tekintjük E"(V)-nek. (Az egy vágásból nyert két egyen- 
let természetesen egymás ellentettje.) Az így kapott egyenletek mátrixa legyen 
Va. Ezt a mátrixot eddigi elnevezéseinkkel összhangban vágás-él incidenciamát- 
rirnak nevezzük. A vágási tövények között ott vannak a csomóponti törvények 
is. Az ezeknek megfelelő sorokat kivéve a V; mátrix egy részmátrixát kapjuk, ez 
a részmátrix az Ig mátrix lesz. Az eddigiek alapján tudjuk, hogy IG rangja n— 1, 
és ennek soraiból lineárisan kikombinálható Va összes sora. (Minden egyes vágási 
törvény bizonyos csomóponti törvények összege.) Tehát Vz rangja n— 1. Egy lehet- 
séges választás független egyenletekre például: tetszőleges n — 1 darab csomóponti 
törvény választása. Mi mást választunk: 

Legyen F a G gráf egy feszítőfája. Legyen PF a megfelelő irányított élek 
halmaza (amit tekinthetünk a megfelelő részgráfnak ís). Ekkor minden e c E(P) 
esetén F — e szétesik két komponensre (irányítatlan értelemben), amelyek ponthal- 
mazai vágásokat adnak. Így n-1 vágási törvényt kapunk. (Mindegyik vágás esetén 
a bal oldal kinevezését úgy választjuk, hogy a vágási törvényben a vágást definiáló 
e € E(F) élen folyó áramerősség pozitív előjellel szerepeljen.) Az így kapott n— 1 
egyenlet mátrixát az F feszítőfára vonatkozó alapvágás-él incidenciamátrirnak ne- 
vezzük, és Va p-vel jelöljük. (V3 p a Vg mátrix részmátrixa.) Ekkor Vá p sorai az 
F feszítőfa éleivel, oszlopai pedig a G gráf összes élével vannak azonosítva, és 


1, ha az e él alapvágásában e-vel azonos irányban halad, 
Va, p(le.f)— 4-1 ha f aze él alapvágásában e-től különböző irányban halad, 
0, más esetben. 


A Va p mátrixban könnyen felismerhető egy (n—1) x (n—1)-es méretű egységmátrix. 
Ez és a B mátrix definíciója a következő formulából kiolvasható: 


E(P) E(GYVE(B) 


10 o 
£ ; ZER B sé o B 
Var z Mft tz m(I B). 
bzózátltlt 2790 2098 IEGSSEE SZRNÉKENÉBB : ( , 
TT ss 1 


Eddigi megállapításaink számunkra fontos következményeit a következő lem- 
mában foglaljuk össze: 
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2.7.2. Lemma. rang (va) -n-l1, azaz Va p sorai az IgÍív] mátriz sorainak 
tinearisan független lineáris kombinációi. 


Tehát a kiválasztott n— 1 vágási törvény egy maximális független rendszere az 
általánosított Kirchhoff I. törvénynek. A következőkben egy ennél erősebb állítást 
látunk be. 


2.7.3. Lemma. Legyenv a G gráf tetszőleges csúcsa. Ez a csúcs meghatároz egy 
Igl7] mátrízot. A Va p mátriz Ia[v]-ból elemi sorműveletekkel megkapható. 


Megjegyzés. Egy elemi sorművelet egy sorhoz egy tőle különböző sor számszo- 
rosának hozzáadása, vagy pedig egy sor —1-szeresének vétele, vagy pedig két sor 
felcserélése. Ha egy € elemi sorművelet az A mátrixból B mátrixot képez, akkor 
alkalmas E, mátrixra B — E,A. Az E, mátrixokat elemi mátrixroknak nevezzük. 


Bizonyítás. Két módszert is ismertetünk. Az első az eddig bizonyítottakkal és 
lineáris algebrai eszközökkel érvel. A második bizonyítás elemi úton megadja, hogy 
milyen sorműveletekre van szükségünk. 

1. Bizonyítás. A Va p mátrix mindegyik sora Is[v] sorainak lineáris kombinációja. 
Így Var — U : Igív], ahol U-ról könnyen ellenőrizhető, hogy elemei egészek és 
determinánsa 1. Lineáris algebrából ismert, hogy ekkor U előáll elemi mátrixok 
szorzataként, Ez sorátalakítások sorozatának felel meg. 

TH. Bizonyítás. F az a fa, amely definálta a V: p sorait adó vágásokat. Ághajtá- 
sokkal építsük fel F-et a v csúcsból kiindulva. "Ekkor V(G) V ív) elemeit sorban 
hozzáadjuk a már felépített részhez. Így a csúcsok egy ug — v, V1, V2, . . . ,Vn-1 felso- 
rolásához jutunk. Hasonlóan kapjuk F éleinek egy felsorolását: ei, 2, . . . , en-.1 (u 
az ez él egyik végpontja). Legyenek VI, V2, . . ., Va-1 az ezeknek megfelelő vágások. 
Legyen B; a V; vágás azon oldala, amely nem tartalmazza v-t. Ekkor ellenőriz- 
hető, hogy (ür) C Bi CG (vi, Vix1,... 1-1). A vágások egy-egy sort definiálnak 
Va. p-ben. Legyen s; a V; vágásnak megfelelő sor. Ekkor a B;-be eső pontoknak 
megfelelő IgÍ(V]-beli sorok összege s; vagy —s;. Egyszerű ellenőrizni, hogy a B; hal- 
mazok nem , keresztezik egymást" , azaz B. n B; — 0, vagy i c j esetén B; D B;. 
Könnyen látható, hogy B; a ív;:) halmaz és valahány későbbi B; halmaz uniója. 
Ezek után /s[(D]-ból kiindulva az $n-1,5n-2,...,§1 sorok (ebben a sorrendben) 
kikombinálhatók. . 


2.7.4. Következmény. Legyen § — (er. €2,....€n-1) C E(G) n—1 darab él a 
G gráfdólt, amelyek azonosíthatók G n-1 darab élével és így Var n—-1 darab 
oszlopával. Legyen Vs az ezen oszlopok által kijelölt négyzetes almátrix. Ekkor 

[69] [det (va, (SI) 1 akkor és csak akkor, ha S egy feszítőfa élhalmaza, 


(ii) det (va,l51) 7 0 akkor és csak akkor, ha S nem egy feszítőfa élhalmaza. 
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Bizonyítás. Az előző lemma és az Is[7]-ról bizonyítottak alapján nyilvánvaló. u 


Huroktörvények: A huroktörvények mátrixát Cg-vel jelöljük. Ezt a mátrixot kör- 
él incidenciamátrirnak nevezzük. Ennek a sorainak száma nagyon nagy lehet. 
Ebből bány független egyenlet választható ki? Mi a rangja e mátrixnak? 


2.7.5. Lemma. CSVZ —0. 


Bizonyítás. Azt kell belátni, hogy Cg és Vg tetszőleges két sora ortogonális. Ez 


könnyen megtehető. nu 


2.7.6. Következmény. rang(Cg) £m-n-i-1. 

Megjegyezzük, hogy az eddig kiválasztott r darab Ohm-törvény és n — 1 
vágási törvény mellé éppen m — n 4-1 egyenlet hiányzik. 

Az F fán kívüli m—n 4-1 él mindegyike meghatároz egy alapkört (irányítatlan 
értelemben). Ezekre felírjuk Kirchhoff második törvényét. A kiválasztott egyen- 
letek mátrixa Cg p; az F-re vonatkozó alapkör-él incidenciamátriz. Ekkor CG p 
sorai az E(G) ME(P) élekkel, oszlopai pedig a gráf összes élével vannak azonosítva, 


1, — ha f benne van e alapkörében, és e-vel egyező irányú, 
Caple.fyY— 4-1 haf benne van e alapkörében, és e-től különböző irányú, 
0, — más esetben. 


Ekkor: 
E(P) E(GYVE(B) 
ék 0 
-BT 01 REN 0 
pék 1." és . 1-(-BT 1). 
E(GYVE(P) : j 3 ( , 
00 Z 1 


A kiválasztott egyenletek mátrixában szereplő egységmátrix igazolja, hogy az 
egyenleteink függetlenek. Ennek egy következménye CG rangjának meghatározása. 


2.7.7. Következmény. 

(1) Ha G összefüggő, akkor rang (CG) —m—ni-1. 

(Hi) rang (Cs) —m—ni e, ahol c a G gráf komponenseinek száma. 
Bizonyítás. (i) az eddigiekből adódik. (ii)-höz Cg-t ,szét kell szedni" G kompo- 
nensei szerint. Áz egyes komponenseknek megfelelő részmátrixok sorbázisai együtt 
a mátrix egy sorbázisát adják. u 
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k xk a 

Ezek után összerakhatjuk a kijelölt egyenletekkel felírt egyenletrendszer mát- 
rixát. Ezt a mátrixot M-mel jelöljük. "Tartsuk emlékezetünkben, hogy célunk 
det(M) kiszámítása, illetve annak eldöntése, hogy az egyenlő-e 0-val. Ennek megfe- 
lelően rögtön néhány átalakítást végzünk, amelyek a determináns értékét legfeljebb 
előjelben változtatják meg. 

A következő ábra az átalakítássorozatunkat mutatja. A —-lal leírt lépés a 
mátrix bal alsó sarkában szereplő — BT mátrix , kinullázása? elemi oszlopátalakí- 
tások segítségével. A —.lal jelzett lépésben det(M) kifejtését elkezdjük az utolsó 
néhány sora alapján. Ekkor egy kisebb mátrix determinánsára vezetjük vissza a 
Problémát, amit ezen lépésben tüntetünk fel. A 5-lal jelzett lépésben néhány sor 
cseréjét hajtottuk végre. Ezek után a kérdés det(M") kiszámítása. 


E(P) E(GYVEGB) E(B) E(GYVEG) 


E(P) I 0 -Ri o 
m - EGYE] 0 I 0 -Rz 43 
EP) 0 0 I B 
E(GYVE(B) N -BT I 0 o 
E(P) E(CG)NE(B) E(P) E(G)VE(P) 
E(P) I o -Ri o 
a ECGNEGYI BT I 0 —R; b 
E(P) 0 [9 7 B 
E(GYVEGBYN 0 I o o 
E(F) E(P) E(GYVE(F) 
E(P) I —-R fi 
5 E(CGYYEG)I BT 0 -R2 
E(P) 0 I B 
E(P) E(ő) E(F) E(G) 
E E(d) Ve -R 8) EGJ( 0 Var sag 
E(B)N 0 Var) EGÁVEL -R 


2.7.8. Tétel. Legyen H egy hálózat, amelyben a csak áramforrással rendelkező 
élek nem alkotnak kört. 
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Erre az áramkörre az Ohm-törvényeket és egy feszítőfa által definiált vágási, 
illetve huroktörvényeket felírva egy olyan egyenletrendszert kapunk, amely egyértel- 
műen meghatározza az úramkör ismeretlen mennyiségeit. 

Ezenkívül az egyenletrendszer determinánsának abszolút értéke: 


II 


SCEG) egs 
S egy feszítőfa élhalmaza 


Bizonyítás. det (M") kiszámítása teljesen hasonlóan történhet, mint a feszítőfák 
számát adó 
tás 
IB] I 


mátrix determinánsáé. Mivel IG[7] és Va p aldeterminánsai hasonlóan viselkednek, 
ezért a korábbi bizonyítás megismételhető. 

Feltételünk éppen azzal ekvivalens, hogy a determináns értékeként adódott 
kifejezés tartalmaz nemnulla tagot. u 


Feladatok 
2.7.9. Határozzuk meg a 2.7.10. ábrán látható hálózatok adatait, ahol 


Tt 

















2.7.10. ábra 


U. - IV, Ri - 10, R, — 40, Rz; — 30, R4 — 28, R; — 582, RG — 010, és 
U2. - 21V, U3 —19V, R7 — 450, Rg — Rg — 1080. 
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2.8. Irányított gráfok összefüggősége 


Irányított gráf esetében az irányítás elhagyásával egy irányítatlan gráfot ka- 
punk, amelyre az összefüggőség értelmezett. Jóval érdekesebb fogalmat kapunk, ha 
az irányított gráfok esetén értelmezzük az , irányított értelemben vett összefüggő- 
séget". 

2.8.1. Definíció. A G irányított gráf erősen összefüggő, vagy irányított értelemben 
összefüggő, ha bármely két u, v csúcsára létezik irányított uv út. 


Megjegyzés. Fontos észrevenni, hogy a definícióban szereplő feltételben szereplő u 
és u pontok szerepe nem szimmetrikus. Ezért egy (u,v) kételemű ponthalmazra 
két feltételünk is van: létezzen uv út, és létezzen vu út is. u — v esetén a feltétel 
automatikusan teljesül, hiszen csak az u csúcsot (élt nem) tartalmazó út egy 0 
hosszú irányított út. 

Emlékeztetőül megemlítjük, hogy egy U vágás a G gráfban pontjainak egy 
kétosztályú partíciója. Mivel G irányított gráf, ezért a vágás élei két osztályba 
oszthatók aszerint, hogy az él a vágás két oldala közt milyen irányban halad (lásd 
Kirchhoff vágási törvényének tárgyalását). 

2.8.2. Definíció. Ha egy irányított gráfban egy vágás élhalmazának kettéosztásá- 
nál az egyik osztály üres, akkor azt mondjuk, hogy U egy irányított vágás. 

Egyszerűen meggondolható, hogy ha a G gráfunkban létezik irányított vágás, 


akkor nem lehet erősen összefüggő. A következő lernma azt mondja, hogy ez az 
állítás megfordítható. 


2.8.3. Lemma. Egy G irányított gráf akkor és csak akkor erősen összefüggő, ha 
nincs benne irányított vágás. 


Bizonyítás. A tételnek csak az egyik iránya problémás. Tegyük fel, hogy G nem 
erősen összefüggő. Ekkor valamely u,v pontpárra G-ben nincs uv irányított út. 
Legyen A — íz : létezik ux irányított út) . Ekkor u € A, és v g A. Tehát A 
és V(G) VA egy vágást ad. Ebben a vágásban nem lehet st él, ahol s € A, és 
te V(G) VA, hiszen ekkor az A halmaz definíciója szerint t € A teljesülne. gy 
ak Ld k 

Tetszőleges irányított gráf esetén is bevezethető egy komponensstruktúra, az 

irányítatlan esethez hasonlóan. 


2.8.4. Definíció. A G irányított gráf esetén azt mondjuk, hogy z79y, ha G-ben 
létezik ry és yr irányított séta (út) is. 


2.8.5. Lemma. - egy ekvivalenciareláció. 
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Bizonyítás. Nyilvánvaló. " 


2.8.6. Tétel. Egy tetszőleges a irányított gráf csúcsainak létezik olyan V., . . . , Vr 
halmazokba való osztályozása, amelyre a következő két tulajdonság teljesül: 

(i) A diw gráfok erősen összefüggőek. 

(ii) Legyen B a következő (irányított) segédgráf: V(3) —(1,2....,k). § élei a 
G gráf azon élei, amelyek különböző V;-ket kötnek össze. Ha egy V;-ből V; -be 
haladó élt veszünk, akkor ez §-ben i-ből J-be halad. Ekkor 8 nem tartalmaz 
irányított kört. 

Továbbá a fenti tulajdonságú partíció egyértelmű. 

Megjegyzés. A (ii) állítás speciális esete, hogy 8-ben nincs két olyan pont, amelyek 
mindkét irányban össze vannak kötve. Ezt a tulajdonságot G-re lefordítva azt 
kapjuk, hogy a Glvuv, gráf (4, V;) vágása irányított vágás. 


Bizonyítás. A V; halmazok legyenek a 7 reláció ekvivalenciaosztályai. Belátjuk, 
hogy ez az osztályozás rendelkezik az (i) és (ii) tulajdonságokkal. 

Legyen z,y € V;, azaz zsiy ekvivalens csúcsok. Ez azt jelenti, hogy létezik 
P irányított xy út és d irányított yr út G-ben. Ez ekvivalens azzal, hogy létezik 
olyan körséta, amely T-en és y-on is áthalad. Könnyen látható, hogy ekkor a 
körséta tetszőleges pontja ís 7? relációban van 7-szel. Ez azt jelenti, hogy az z$y- 
t bizonyító körséta Glv,-ben halad, azaz Gw, erősen összefüggő. 

Tegyük fel, hogy 5-ben létezik C irányított kör. Ennek élei megfelelnek 
G-beli éleknek. Ezek az élek nem feltétlen kapcsolódnak körszerűen egymáshoz. 
Azonban az egyes Glv,-k erősen összefüggőségéből könnyen látható, hogy a d 
éleinek megfelelő élek egy D-beli körré összefűzhetők C-ben. Ekkor D összes 
pontja 7? relációban áll egymással. Ez viszont ellentmondás, hiszen a D kör E(C)- 
nek megfelelő éleinek különböző Gly,-k között kell haladniuk. 

Az egyértelműséghez tegyük fel, hogy U1, Ua, . . . , Va egy (i)-nek és (ii)-nek 
eleget tevő partíció. Megmutatjuk, hogy osztályai a 7? reláció ekvivalenciaosztá- 
lyai. Ehhez azt kell igazolnunk, hogy z,y € U; esetén r9$y és z € U;, y € U; 
(ti A j) esetén z nincs 7? relációban y-nal. Az első állítás nyilvánvaló abból, hogy 

lu, erősen összefüggő. A második állítást indirekt módon látjuk be. Tegyük fel, 
hogy feltételeink teljesülése mellett ry. Ezt a relációt két irányított út: P és 
[ei bizonyítja. Ez a két út megfelelne két §-beli irányított útnak az U;-t és Uj-t 
reprezentáló pont között (különböző irányokban haladva). Ez §-ben egy irányított 
körhöz vezetne, ami ellentmond a (ii) pontnak. u 


2.8.7. Definíció. A Glv. gráfokat a Ő gráf erősen összefüggő komponenseinek 
nevezzük. 


2. Összefüggőség 67 


Az S gráf irányítottkör-nélküliségét a következő lemma jellemzi. 


2.8.8. Lemma. Egy [ei irányított gráfban akkor és csak akkor nincs irányított 
kör, ha csúcsai vi, v2, . . ., un sorba rendezhetők úgy, hogy minden él kezdőpontja a 
kisebb inderű végpontja legyen. 


Bizonyítás. Ha a megfelelő sorbarendezés létezik, akkor nem lehet irányított kör 
d-ben. 

Ha G-ben nincs irányított kör, akkor van benne olyan pont, amelyből nem 
vezet ki él. Ezt a rendezés utolsó elemének választva és indukciót alkalmazva adódik 
a lemma. u 


Az utolsó két állítást összefoglaljuk: 


2.8.9. Következmény. Egy tetszőleges irányított gráf csúcsai osztályokba sorolha- 
tók és az osztályok rendezhetők úgy, hogy 

1) Az osztályok által feszített részgráfok erősen összefüggők legyenek. 

2) A különböző osztályok közti élek egy korábbi osztályból egy későbbibe vezetnek. 


Megjegyzés. Ez a tétel úgy foglalható össze, hogy minden irányított gráf erősen 
összefüggő gráfokból, illetve egy irányított körmentes gráfból , rakható össze" . 


h) kk 4 
A továbbiakban az irányított gráfok alkotóelemeinek, az erősen összefüggő 
gráfoknak a struktúráját vizsgáljuk közelebbről. 


2.8.10. Definíció. Legyen F egy irányított gráf, és x,y e V(Z?) két, nem feltétle- 
nül különböző pontja. Legyen H a következő gráf: va) — VGPÜÜnn, cssts 
E(H) z EG) Ötmai, ür, . . . ,üúh és az illeszkedés természetes. Azaz H-hoz 
egy irányított utat adtunk úgy, hogy az irányított útnak csak két végpontja illesz- 
kedik H-hoz. Az irányított út elfajulhat, két végpontja egybeeshet, amikor H-hoz 
egy pontban csatlakozó irányított kört csatolunk. Megjegyezzük, hogy a hozzá- 
csatolt irányított utat vagy kört irányított fülnek nevezzük. A fül zárt, ha egy 
irányított kör, és nydt, ba egy irányított út. Azt mondjuk, hogy H-t H-ból egy 
irányított fül hozzáadásával kaptuk. Megjegyezzük, hogy s — 0 lehetséges, azaz a 
fülragasztás állhat egyetlenegy él hozzávételéből. 

fej irányított fülek hozzáadásával felépíthető, ha létezik olyan Go, G1, . - . , Gk 
sorozat, hogy Go az 1 pontú, él nélküli gráf, Gy — G, és minden G; (i— 1,...,k) 
a G;-i gráfból egy irányított fülnek a hozzáadásával kapható meg. 

A (Go, Gt... ., Gr) gráfsorozat a G gráf egy fülfelbontása. 


A 2.8.11. ábrán a fülragasztás operációra láthatunk példákat. 
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sze 


2.8.11. ábra : 


2.8.12. Tétel. G akkor és csak akkor építhető fel irányított fülek hozzáadásával, 
ha erősen összefüggő. 


Bizonyítás. Tegyük fel, hogy d felépíthető irányított fülek hozzáadásával, azaz 
létezik megfelelő Go, G1, . . ., Gk — G gráfsorozat. Teljes indukcióval belátjuk, 
hogy G; erősen összefüggő. Ehhez csak azt kell igazolnunk, hogy egy erősen össze- 
függő gráfból egy irányított fül hozzáadásával erősen összefüggő gráfhoz jutunk. Ez 
könnyen meggondolható. 

Legyen G egy erősen összefüggő gráf. G-ben kiválasztunk egy irányított kört. 
Ez egy részgrát, amely felépíthető. A bizonyítandót úgy látjuk be, hogy ha van 
egy fülek hozzáadásával felépíthető részgráfunk, ő , amely nem a teljes a gráf, 
akkor ezt kibővítjük egy nagyobb felépíthető részgráffá. Ennek belátása után a 
bizonyítandó indukcióval adódik. 

Ha G-nek van olyan éle, amely H-nak nem éle, de két végpontja H pontjai, 
akkor ezzel az éllel HF bővíthető. Ha ilyen él nincs, és H nem az egész gráf, akkor 
G erősen összefüggőségéből következik, hogy van olyan él, e — Tj, hogy z € v(H), 
dey€ V(H). Ekkor G-ben létezik yz irányított út. Ennek egy kezdőszelete y-ból 
HA egy pontjához vezet úgy, hogy csak az utolsó pontja esik H-ba. Ez a kezdőszelet 
az e éllel egy fült ad, amellyel H bővíthető. u 

A 2.8.13. ábra egy irányított gráfot mutat, amelyben az eddig megismert 
struktúrák ki vannak emelve. 





2.8.13. ábra 
Eddigi eredményeink úgy foglalhatók össze, hogy tetszőleges irányított gráf- 
ban , felismerhetők" a 2.8.13. ábrán látható struktúrák. 


k kk kk 
Az összefüggőséghez hasonlóan vizsgálhatók a minimális erősen összefüggő 
gráfok. 
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2.8.14. Definíció. G egy minimális erősen összefüggő gráf, ha erősen összefüggő, 
de tetszőleges e € E(ő) esetén G — e már nem erősen összefüggő. 


2.8.15. Lemma. Legyen G egy minimális erősen összefüggő gráf, amelynek lega- 
lább két pontja van. Ekkor 

(i) G-ben létezik legalább két olyan pont, amelynek ki- és befoka is 1. 

(1) IV(G)I S IE(ŐY s Av(d)i - 2. 


Bizonyítás. (i) Legyen F a G fülfelbontásának utolsó füle. Ez G minimalitása 
miatt nern állhat egy élből. A fül tetszőleges belső pontjának ki- és befoka is 1 lesz. 
Ha csak egy ilyen belső pont van, akkor a tétel által állított második ponthoz úgy 
jutunk, hogy a most megtalált pontból kezdjük el a fülfelbontás felépítését. (Erre a 
bizonyítás elemzése alapján lehetőségünk van.) Erre a fülfelbontásra megismételve 
a bizonyítást, egy újabb keresett csúcsot találunk. 

(ii) G irányításának elhagyásával a G irányítatlan gráfot kapjuk. Ez egy 
összefüggő gráf lesz, amely nem fa. Így IE(G)I z [E(G)I 2 IV(GI — IV(G)I. A 
második egyenlőtlenséget onnan kapjuk, hogy a G fülragasztással való felépítésének 
minden lépésében n; új pont és ny 4 1 új él keletkezik. A minimalitás miatt n; 2 1 
minden fül esetén. Így IV(8]—14m-tn2t...4n, 214 s, és JE(CŐ)I — 
(m1) 4 (n241) 4... (ns 41) -IV(Ő)-14 s S2]IV(d)I— 2. u 
Megjegyzés. A fenti tétel mindkét része éles. (i)-hez válasszunk egy utat éleinek 
mindkét irányba való irányításával. Ugyanez a gráf mutatja, hogy G éleinek száma 
lehet 2]/V( di — 2. Egy irányított kör mutatja, hogy -A-nek lehet csupán vi 
sok éle. 


Feladatok 

2.8.16. Egy körmérkőzés akkor és csak akkor erősen összefüggő, ha van benne egy 
olyan irányított kör, amely átmegy minden csúcsán. 

2.8.17. Bizonyítsuk be, hogy egy erősen összefüggő körmérkőzésben van olyan 
csúcs, amely körüli élek megfordításával nyert körmérkőzés is erősen összefüggő. 
2.8.18. Bizonyítsuk be, hogy egy 3-reguláris gráf erősen összefüggő irányításában 
található egy él, amelynek megfordításával nyert gráf is erősen összefüggő marad. 
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Egyik első példánk számítógép-hálózatok megbízhatóságával foglalkozott. A 
számítógép-hálózatokat egy gráffal írhatjuk le, amelynek csúcsai a hálózat elemei. 
Ezekre mint számítógépekre gondolhatunk. Az élek a kapcsolatoknak felelnek meg. 
Ezekre mint huzalokra gondolhatunk. A különböző hálózati elemek közötti kap- 
csolatok azonban nem megbízhatók. Némelyik meghibásodása azt jelenti, hogy 
az aktuális hálózatot leíró gráfot az eredeti grátból a meghibásodott kapcsolato- 
kat reprezentáló élek törlésével kapjuk. A hálózatokkal szemben természetes kö- 
vetelmény, hogy minden időpillanatban ki tudja szolgálni a hálózatban dolgozók 
információcseréjét, azaz mindig összefüggő legyen. Szerencsére a hálózatok minden- 
napos működése azt mutatja, hogy egyszerre nem sok kapcsolat romlik el. Esetleg 
csak arra, kellene felkészülnünk, hogy a hálózatban egyetlen időpontban legfeljebb 
egy kapcsolat lehet, rossz. Ennek a helyzetnek az elemzése vezet el az alábbi grá- 
felméleti fogalomhoz: 


2.9.1. Definíció. Egy gráf kétszeresen élősszefüggő, ha összefüggő, és bármely 
élét elhagyva is összefüggő marad. 

Egy e élt elvágó élnek vagy hídnak nevezünk, ha G — e-nek több komponense 
van, mint G-nek. 


Megjegyzés. Az elvágó él fogalma lehetőséget ad a kétszeresen élösszefüggőség 
új megfogalmazására: G kétszeresen élösszefüggő, ha összefüggő, és nincs benne 
elvágó él. 


2.9.2. Lemma. Egy e él akkor és csak akkor híd, ha e nem éle egyetlenegy körnek 
sem. 


Bizonyítás. Ha e éle egy körnek, akkor legyen H a G gráf azon komponense, amely 
tartalmazza e-t. Láttuk, hogy egy összefüggő gráf körének egy élét elhagyva a gráf 
összefüggő marad. Így G és G — e komponensstruktúrája ugyanaz, e nem híd. 

Ha e — ry nem éle egy körnek sem, akkor G — e-ben nem lehet zy út, azaz 
G-ben z és y egy komponensbe esett, míg (G — e)-ben különbözőbe. Ez csak úgy 
lehet, hogy G — e-nek több komponense van, mint G-nek, azaz e híd. u 


Nézzük a definíció néhány ekvivalensét. 


2.9.3. Tétel. A következők ekvivalensek: 
(1) G kétszeresen élösszefüggő, 
(ii) G összefüggő, és bármely éle benne van egy körben, 
(ii) G bármely két pontját összeköti két út, amelyeknek nincs közös éle. 
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Megjegyzés. Az olyan utakat, amelyek élhalmazai diszjunktak, a továbbiakban 
éldiszjunkt utaknak vagy élfüggetlen utaknak nevezzük. 


Bizonyítás. (i)6(i) Az előzőekből nyilvánvaló. 

(ii) o (iii) Legyen x és y két pontja a G gráfnak. Azt mondjuk, hogy z és y 
hasonló: xz xy, ha z — y, vagy létezik két éldiszjunkt xy út. Szükségünk lesz a 
következő egyszerű lemmára: 


2.9.4. Lemma. az: egy ekvivalenciareláció. 


A (ii) pontot feltéve tudjuk, hogy bármely két összekötött x,y pont esetén 
z sz y. A lemmából következik, hogy az összefüggő gráf bármely két pontja az: 
relációban van. 

(iii) 3 (1) Nyilvánvaló. u 

Nézzük meg a bizonyításban szereplő lemma következményét. Az ott szereplő 
ss ekvivalenciareláció ekvivalenciaosztályokba osztja egy tetszőleges G gráf pontjait: 
V(G) - MŰV20.. . UVA. 


2.9.5. Definíció. A Glv, részgráfokat kétszeresen élösszefüggő komponenseknek 
nevezzük. 


2.9.6. Lemma. 

(1) A Glw, kétszeresen élösszefüggő komponens egy kétszeresen élösszefüggő gráf 
(amely álthat egyetlenegy pontból). 

(ii) A különböző Vi-k között haladó élek pontosan az elvágó élek. 

(iii) Az elvágó élek , faszerúen? kötik össze a kétszeresen élösszefüggő komponense- 
ket. Ezt az állítást egy segédgráf definiálásával tehetjük pontossá. A segédgráf 
pontjai a V; halmazok lesznek, élei pedig a G gráf elvágó élei (egy elvágó él az 
általa összekötött V.-kre illeszkedik). Ez a segédgráf egy erdő. 


Bizonyítás. (i) Az z s y relációt bizonyító két út minden pontja az z pont 
ekvivalenciaosztályában halad. Ebből adódik az állítás. 

(ii) Ha egy e — uv él két végpontja nem ekvivalens, akkor e-t elhagyva a G 
grátból u és v nem eshet egy komponensbe, azaz e elvágó él. Megfordítva, ha e 
elvágó él, akkor végpontjai nyilván nem lehetnek sz relációban. 

(iii) Egy kör a segédgráfban , felemelhető" lenne az eredeti gráfba. Ekkor 
viszont a benne szereplő pontok mind egy ekvivalenciaosztályban lennének. Ez 
lehetetlen, hiszen körünk több V;-n halad keresztül. n 


Ezen állítás egy másik megfogalmazása a következő lemma, ami azt mondja 
ki, hogy minden gráf felépíthető kétszeresen élösszefüggő gráfokból. 
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2.9.7. Következmény. Tekintsük a következő építkezési eljárást: 

Az eljárás fázisokban történik. A kiinduló fázisban felveszünk egy pontot vagy 
egy kétszeresen élösszefüggő gráfot. Az általános fázisban felveszünk egy új pon- 
tot vagy több új ponton egy kétszeresen élösszefüggő gráfot, amelyet egy új éllel 
csatlakoztathatunk az előző fázisban már felépített részhez. 

Ekkor minden összefüggő gráf felépíthető a fenti eljárás segítségével. 


Bizonyítás. Az előző lemma és a fák felépítését leíró lemma segítségével egyszerűen 
adódik. 
nm 
Ezen eszközök segítségével általános gráfokra vonatkozó igen sok kérdés meg- 
oldható kétszeresen élösszefüggő gráfok vizsgálatával. 
kk kk kj 
A következőkben az eddig kialakított építőeszközök kétszeresen élösszefüggő 
struktúrájával foglalkozunk. Először definiáljuk az irányított fülek irányítatlan 
analógját. 


2.9.8. Definíció. Legyen H egy gráf, és x,y € V(H) pedig két, nem feltétlenül 
különböző pontja. Legyen H" a következő gráf: V(H") - V(HRJÜ(ti,..., uh 
E(H") — E(HJÓíTui, uiu2,..., ugy). és az illeszkedés természetes. Azaz H-hoz 
egy utat adunk úgy, hogy az útnak csak két végpontja illeszkedjen H-hoz. Az út 
elfajulhat, két végpontja egybeeshet, amikor H-hoz egy pontban csatlakozó kört 
csatolunk. Megjegyezzük, hogy a hozzácsatolt utat vagy kört fülnek nevezzük. A 
fül zárt, ha egy kör, és nyílt, ha egy út. 

Azt mondjuk, hogy H"-t H-ból egy fülragasztással kaptuk. Megjegyezzük, 
hogy s — 0 lehetséges, azaz a fülragasztás állhat egyetlenegy él hozzávételéből. 

G fülragasztással felépíthető, he létezik olyan G9, G1, . . . , Gx sorozat, amelynél 
Go az egypontú, él nélküli gráf, Gx — G, és minden G; (i — 1, .. . ,k) a Gs-1 gráfból 
egy fülragasztással kapható meg. 

A (Go, G1,-... Gk) sorozat a G gráf egy fülfelbontása. 


2.9.9. Tétel. Egy G gráf akkor és csak akkor építhető fel fülragasztássat, ha G 
kétszeresen élösszefüggő. 





Bizonyítás. (i) Tegyük fel, hogy G felépíthető fülragasztással, azaz létezik megfe- 
lelő Go, G1,....Gx — G gráfsorozat. i-re vonatkozó indukcióval egyszerűen bebi- 
zonyítható, hogy G; kétszeresen élősszefüggő. 

(ii) Tegyük fel, hogy egy H részgráfot fülragasztássai már felépítettünk (egy 
kiinduló H lehet egy tetszőleges kör vagy tetszőleges pont G-ben). Ha H Á G, 
akkor belátjuk, hogy H bővíthető. 

Ha létezik olyan e él, hogy e g E(H), de e végpontjai V(H)-ban vannak, 
akkor e-vel bővíthető H. Feltehető tehát, hogy a V(H)-n belül haladó G-beli élek 
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H-ban is benne vannak. Ha V(H) — V(G), akkor az egész G gráfot felépítettük. 
Ha V(H) £ V(G), akkor van egy olyan e él G-ben, amelynek egyik végpontja, u, 
V(H)-ban van, míg másik végpontja, v, nem ott van. Ekkor G — e-ben létezik egy 
vu út. Ennek v-ből V(H)-ba vezető kezdőszelete az e éllel együtt választható egy 
olyan fülnek, amellyel H bővíthető. n 


2.9.10. Következmény. Egy G gráfnak akkor és csak akkor van erősen összefüggő 
irányítása, ha kétszeresen élösszefüggő. 


Bizonyítás. Ha G nem összefüggő, vagy tartalmaz hidat, akkor nyilván nem létezik 
erősen összefüggő irányítása. 

Ha G kétszeresen élösszefüggő, akkor vegyük egy fülfelbontását, és minden 
fülön belül irányítsuk úgy éleit, hogy csatlakozzanak (azaz irányított utat vagy kört 
alkossanak). Ezzel G egy G irányításához és ennek egy irányított fülfelbontásához 
jutunk. Azaz G erősen összefüggő. "u 
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Egy adott kétszeresen összefüggő gráf esetén a fülfelbontást egy , mohó" algo- 
ritmussal találtuk meg. Ez azt is jelenti, hogy a felbontás távolról sem egyértelmű. 
A következő tétel azt mondja ki, hogy ennek ellenére a fülek száma csak a gráftól 
függ. 
2.9.11. Tétel. — Legyen G egy kétszeresen élösszefüggő gráf. Ekkor G minden 
fülfelbontásában a fülek száma JE(GY - IV(G)I 4 1, ami ugyanaz, mínt a G gráf 
kör-él incidenciamátrizának rangja Fz felett. 
Megjegyzés. A kör-él incidenciamátrixnak az irányított gráfokra vonatkozó válto- 
megfogalmazzuk az irányítatlan esetre is: A G gráf kör-él incidenciamátriza egy 
olyan mátrix, amelynek sorai a G-ben található körök, oszlopai az élek. Egy elem 
1, ha a megfelelő él a sor által reprezentált kör éle, különben az elem 0. Tehát 
a mátrix egy sora egy (0,1)£(9).beli vektor, mégpedig egy C kör karakterisztikus 
vektora (C-t mint élhalmazt fogjuk fel), amít xc-vel jelölünk. 


Bizonyítás. Először csak azt bizonyítjuk, hogy tetszőleges fülfelbontásban a fülek 
száma IE(G)I - IV(G)I - 1, speciálisan független a felbontástól. Kövessük hogyan 
változik az jEJ— JVI paraméter a fülragasztásokkal való felépítés során. A kiinduló 
gráfra IV] — 1 és JEI — 0, így IEI — IV] - —1. Könnyű meggondolni, hogy minden 
füragasztás ezt a paramétert eggyel megnöveli. Így a felépítés végén megkapott G 
gráfra JE(G)I - IV(G)YI — -1 3- fülek száma. 

A fenti elemi indoklástól függetlenül igazoljuk a tétel teljes állítását. Ehhez 
vegyük a körök karakterisztikus vektorai által generált alteret F2 (0) ben. Ennek 
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az altérnek két bázisát is megadjuk. Az egyik [E(G)I — IV(6G)I -- 1 elemű lesz, a 
másik elemszáma egy tetszőlegesen választott fülfelbontás füleinek száma. 

Legyen T egy feszítőfa G-ben, ekkor minden e € E(G) ) E(T)-re van egy (e 
alapkörünk (ez összesen [E(G)I — IV(G)I -- 1 darab alapkör). Ezek a körök lineá- 
risan függetlenek, hiszen a xc, vektorokból mint sorokból összeállított mátrixban 
egy IE(G)I- IV (G)I4-1 oszlopú egységmátrix könnyen felismerhető. Másrészt ezek- 
ből a xc, vektorokból az összes C körre xe kikombinálható. Ez a következőképpen 
látható be: Legyen K a C kör T-n kívüli éleinek halmaza. Ekkor xc 4 Beek XC. 
egy élhalmaz karakterisztikus vektora (az összeadás mod 2 értendő), ahol az él- 
halmaz E(T) egy része (a T-n kívüli élek kétszer szerepelnek), és az általa defi- 
niált részgráfban minden pont foka páros (mert köröket adunk össze). Mivel egy 
fa részgráfjai közül egyedül az üres gráf rendelkezik ezekkel a tulajdonságokkal, 
xe tt ecs XC. - V, azaz xc — ves Xc.- Ezzel az első bázisunkat megkaptuk. 

A második bázsihoz vegyük G egy tetszőleges felépítését fülragasztással. Ek- 
kor minden fülhöz található olyan D; kör, amely tartalmazza a fül összes élét, és 
a többi éle a fül hozzáadásakor már felépített részben van. Ekkor az előzőekhez 
hasonlóan látható be, hogy a xp, vektorok is a körök karakterisztikus vektorai által 
feszített altér egy bázisát adják. n 
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2.9.12. Definíció. — G minimális kétszeresen élösszefüggő gráf, ha kétszeresen 
élösszefüggő, de bármely e éle esetén G — e már nem kétszeresen élösszefüggő. 


2.9.13. Példa. A következők mind minimális kétszeresen élösszefüggő gráfok: 
(1) Körök. 

(ii) Egy fa éleinek megduplázásával nyert gráf. 

(iii) Vegyünk egy egyenest a síkon, amely a síkot egy alsó és egy felső félsíkra 
osztja. Rajzoljunk le egy fát úgy, hogy minden levele az egyenesre essen, 
különben a felső félsíkban legyen. Tükrözzük ezt a fát az egyenesre. A fa és 
tükörképe egy minimális kétszeresen élösszefüggő gráfot alkot. 


2.9.14. Lemma. Legyen G egy legalább kétpontú, minimális kétszeresen élössze- 
függő gráf. Ekkor 

(i) G-ben van legalább két másodfokú pont. 

() IV(GYI S IE(GYI S 21V(G)I — 2. 


Bizonyítás. G felfogható úgy, mint egy gráf, amelyet egy erősen összefüggő irányí- 
tott grátból kapunk irányításának elhagyásával. Így a lemma adódik a minimális 
erősen összefüggő gráfokról bizonyítottakból. u 
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Az erősen összefüggő gráfokhoz hasonióan látható, hogy állításaink élesek. Ha 
azonban feltesszük, hogy G egyszerű, akkor jóval jobb becslések adhatók a másod- 
fokú pontok számára (lásd a következő fejezet utáni feladatokat). Ez mutatja, hogy 
kétszeresen élösszefüggő esetben az egyszerű és az általános gráfok esete között lé- 
nyeges különbség van. 


Feladatok 

2.9.15. Legyen e egy elvágó él a G gráfban. Ekkor G — e komponenseinek száma 

Pontosan 1-gyel több, mint G komponenseinek száma. 

2.9.16. Legyen G egy kétszeresen élösszefüggő gráf. Azt mondjuk, hogy az e és f 

élek hasonlók, ha egyenlők, vagy pedig elhagyásuk után a gráf nem lesz összefüggő. 
(a) Bizonyítsuk be, hogy ez a reláció egy ekvivalenciareláció. 
(b) Bizonyítsuk be, hogy egy F ekvivalenciaosztály elemei egy körön fekszenek. 
(c) Bizonyítsuk be, hogy G — F komponensei kétszeresen élösszefüggő gráfok. 
(d) Bizonyítsuk be, hogy G — F komponenseit egy ponttá összehúzva egy kört 

kapunk G-ből. 


2.10. Kétszeresen összefüggő gráfok 

A kétszeres élösszefüggőség definícióját számítógépes hálózatok analízisével 
motiváltuk. Egy hálózatban azonban nem csak a kapcsolatok hibásodhatnak meg. 
A hálózati elemek, a hálózatban szereplő számítógépek is felmondhatják a szolgá- 
latot. Ezen helyzet vizsgálata új gráfelméleti fogalomhoz vezet. 


2.10.1. Definíció. Egy gráf kétszeresen összefüggő, ha összefüggő, és bármely 
pontját elhagyva összefüggő marad, ezenkívül legalább három csúcsa van. 
Megjegyzés. A csúcsok számára vonatkozó feltétel csak néhány zavaró kis gráfot 
zár ki. 
2.10.2. Definíció. Egy u pontot elvágó pontnak nevezünk, ha G — tenak több 
komponense van, mint G-nek. 
Megjegyzés. G tehát kétszeresen összefüggő, ha legalább három pontja van, össze- 
függő, és nincs benne elvágó pont. 

A következőkben a kétszeresen összefüggöség ekvivalens definícióit adjuk meg: 


2.10.3. Tétel. Egy G gráfra a következő állítások ekvivalensek: 
(i) kétszeresen összefüggő; 
(ii) bármely két pontja egy körön van, és pontjainak száma legalább három; 
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(ii) bármely két pontját összeköti két, közös belső pont nélküli út, és pontjainak 
száma legalább három; 

(iv) bármely két él, melyek egyike sem hurokét, rajta van egy körön, minden pont- 
jára illeszkedik nem hurokél, és legalább három pontja van. 


Megjegyzés. Utakat, amelyek belső pontjainak halmazai diszjunktak, a további- 
akban pontfüggetlten utaknak nevezünk. Tehát a pontfüggetlen utaknak lehet közös 
végpontjuk. 


Bizonyítás. (iv)-e(iii) Nyilvánvaló. (iii)-(ii) Nyilvánvaló.  (iij—:(i) Egyszerű. 
(i) (iv) Legyen e, f € E(G). Legyen e — f, ha e — f, vagy pedig e és f egy 
körön vannak. A következő könnyű lemmára lesz szükségünk: 


2.10.4. Lemma, —- egy ekvivalenciareláció a nem hurokélek halmazán. 


Az (i) pontból következik, hogy két, közös csúccsal rendelkező e — uuv és 
f - wwélekvivalens, hiszen G—u-ban létezik vw út. Ebből a lemma alkalmazásával 
adódik, bogy az összes él ekvivalens, tehát a (iv) pont is igaz. u 


5 az E(G) halmaz nem hurokél elemeinek egy EJUE2Ú . . . UE) osztályozását 
adja. Ez az osztályozás kiterjeszthető E(G)-re úgy, hogy minden hurokélt egy 
egyelemű osztályként a fenti partícióhoz adunk. 

A hurokéleken kívül más egyelemű osztályok is lehetnek. Ezek azok az élek, 
amelyek semelyik más éllel nincsenek egy körön, azaz ezek az elvágó élek. Ha egy 
E; osztály által feszített részgráf csak két pontot, r-et és y-t tartalmazza, akkor 
E;-t az összes xy él alkotja. 

Egyszerű meggondolni, hogy az élek fenti osztályozása az élek kétszeresen 
élösszefüggő komponensek általi osztályozásának egy finomítása. 


2.10.5. Definíció. Az élhalmaz korábban definiált osztályozásának E; osztályai 
esetén a Gle, részgráfot a G gráf egy blokkjának nevezzük. 

Ha Gle; legalább 3 pontú, akkor a blokkot kétszeresen összefüggő komponens- 
nek nevezzük. 


A blokkok tehát éldiszjunktak, de nem feltétlenül pontdiszjunktak. 
A blokkok által adott struktúra leírásához egy új fogalomra van szükségünk: 


2.10.6. Definíció. Egy G gráf v pontját elválasztó pontnak nevezzük, ha a gráf 
élhalmaza két nemüres, diszjunkt F) és F; részre osztható úgy, hogy a GIF, és GIF, 
gráfoknak csak v legyen a közös pontja. Azaz v legyen az egyetlen csúcs, amelyre 
F.-beli és F2-beli él is illeszkedik. 
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Megjegyzés. 1) Nyilvánvaló, hogy minden elvágó pont egyben elválasztó pont is. 
Megfordítva nem igaz. Egy v csúcs, amelyre illeszkedik hurokél, automatikusan 
elválasztó pont lesz. Könnyű olyan példát konstruálni, amelyben egy v csúcs nem 
elvágó pont, de illeszkedik rá hurokél. 

2) Egyszerű gráf esetén az elvágó és elválasztó pontok fogalma egybeesik. 

3) G9-ból, a G gráf egyszerűsítettjéből, a G gráf elvágó pontjai , kiolvashatók" , 
de az elválasztó pontokat nem tudjuk meghatározni. 


Ezek után kimondhatjuk a blokkok által adott gráfstruktúra leírását. 


2.10.7. Lemma. (i) G egy kétszeresen összefüggő komponense egy hurokél nélküli, 
kétszeresen összefüggő gráf. Legyen H a G gráf egy olyan blokkja, amely nem 
kétszeresen összefüggő komponens. Ekkor H vagy egy hurokél, vagy G? egy ry 
elvágó élére az ry élek halmaza által feszített részgráf. 

(ii) Egy v csúcs akkor és csak akkor elválasztó pont, ha v több blokknak is 
csúcsa. A v csúcs ekkor és csak akkor elvágó pont, ha két olyan blokknak is csúcsa, 
amelyek nem egy hurokél által meghatározottak. 

(ii) Legyen S a következő segédgráf: S egy páros gráf az E és B színosztá- 
lyokkat, ahol E elemei az elválasztó pontokat, B elemei pedig a blokkokat reprezen- 
tálják. Egy E-beli v pontot összekötünk egy B-beli b ponttal, ha a v elválasztó pont 
a b részgráf pontja. Ekkor S egy erdő. 


Bizonyítás. (i) Ha egy blokknak legalább három csúcsa van, akkor az előző lem- 
mából egyszerűen adódik, hogy kétszeresen összefüggő. Ha a blokknak egy csúcsa 
van, akkor élhalmaza csak egyetlen hurokélt tartalmazhat. Ha egy blokknak két 
csúcsa van, akkor ez a két csúcs G9-ban egy elvágó él. 

(ü) Legyen v egy elválasztó pont. Ekkor az élek két osztályba (pirosakba és 
kékekbe) sorolhatók úgy, hogy v-ből induljon piros és kék él is, de más pont esetén 
ez ne legyen igaz. Ekkor egy v-re illeszkedő piros és egy v-re illeszkedő kék él nem 
lehet ekvivalens. 

Másrészt ha v-re illeszkedik legalább két blokk, akkor az egyik blokk élhalmaza 
és az összes többi él az élek egy olyan 2 osztályú partícióját adják, amely bizonyítja, 
hogy v elválasztó csúcs. 

Az elvágó pontokra vonatkozó állítás hasonlóan egyszerűen látható be. 

(iii) Egy §5-ben lévő kör , felemelhető" G egy körévé, amely több blokk élét 
is használná. Ez azonban ellentmondás, mert egy kör élei mind ekvivalensek egy- 
mással. u 


Megjegyzés. 1) Egy gráf kétszeresen összefüggő komponensei a kétszeresen élössze- 
függő komponenseken belül adnak további, finomabb struktúrát. 


78 2.10. Kétszeresen összefüggő gráfok 


2) Egy egyszerű gráf esetén az eddig tárgyalt struktúra egyszerűsödik: Azok 
a blokkok, amelyek nem kétszeresen összefüggő komponensek, az elvágó élek által 
feszített részgráfok. Az elválasztó pontok ugyanazok, mint az elvágó pontok. 


Az előző lemma egy mésik megfogalmazása a következő állítás: 


2.10.8. Következmény. — Nézzük a következő építkezési eljárást: Az eljárás fá- 
zisokban történik. A kiinduló fázisban felveszünk egy pontot vagy egy kétszeresen 
összefüggő gráfot. Az általános fázisban felveszünk vagy egy ponton egy hurokélt, 
vagy két ponton néhány párhuzamos élt, vagy néhány ponton egy kétszeresen össze- 
függő gráfot, és az ,új" gráf valamely csúcsát azonosítjuk egy ,régi" ponttal. 
Minden összefüggő gráf felépíthető a fenti eljárás segítségével. 
Bizonyítás. Az előző lemma és a fák felépítését leíró lemma segítségével egyszerűen 
adódik. u 
Ezen eszközök segítségével (az általános) gráfok vizsgálata sokszor redukál- 
ható a kétszeresen összefüggő esetre. 
ak mk kk 


Most lássuk a fülfelbontások pontösszefüggő változatát: 


2.10.9. Tétel. Egy hurokél nélküli G gráf akkor és csak akkor kétszeresen össze- 
függő, ha felépíthető nyílt fülek ragasztásával egy körből kiindulva. 


Bizonyítás. (i) Tegyük fel hogy G felépíthető a tételben szereplő eljárással. Ekkor 
indukcióval belátható, hogy az eljárás során előforduló gráfok mindegyike hurokél 
nélküli és kétszeresen összefüggő. 

(ii) Hasonlóan igazolható, mint a kétszeres élösszefüggőség esetén. n 

Az összes eddig leírt, irányítatlan gráfokra vonatkozó struktúrát szemlélteti a 
2.10.10. ábra. 

Eddigi eredményeink azt mutatják, hogy tetszőleges gráf esetén az ábrán 
szemléltetett struktúrák felismerhetők. (Természetesen kétszeresen összefüggő grá- 
fok esetén ez a struktúra egyetlen blokkból áll, amely az egész gráfot tartalmazza.) 


Feladatok 

2.10.11. Legyen z egy elvágó pont a G gráfban. Mondhatunk-e valamit G és G—x 
komponensei számának különbségéről? 

2.10.12. Legyen G egy kétszeresen összefüggő gráf, és u,v € V(G). Bizonyítsuk 
be, hogy G irányítható úgy, hogy minden élét tartalmazza egy irányított ev út. 


2.10.13. Definíció. Egy G gráf minimális kétszeresen összefüggő gráf, ha kétsze- 
resen összefüggő, és tetszőleges e éle esetén G — e már nem kétszeresen összefüggő. 
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2.10.10. ábra 


2.10.14. 

(a) Bizonyítsuk be, hogy egy minimális kétszeresen összefüggő gráf egyszerű. 

(b) Bizonyítsuk be, hogy egy kétszeresen összefüggő gráf akkor és csak akkor 
minimális, ha nincs olyan köre, amelynek két pontját nem a körön lévő él köti 
össze. 

2.10.15." Legyen G egy minimális kétszeresen összefüggő gráf. Legyen D a má- 
sodfokú pontok halmaza G-ben. Bizonyítsuk be, hogy 

(a) G egyszerű, 

(b) G-nek nincs olyan köre, amelyen minden pont foka legalább 3 lenne, 

(c) G — D-nek legalább két komponense van, 

(d) IDI 2 (IV(G)I -- 4)/3. 

2.10.16. Legyen G egy minimális kétszeresen élösszefüggő egyszerű gróf. Legyen 
D a másodfokú pontjainak halmaza. Bizonyítsuk be, hogy IDI 2 (IV(6)1 4 7)/4. 
2.10.17." Legyen F és F" két feszítőfája egy G gráfnak, és legyen T egy pont, 
amely mindkét fában egy elsőfokú pont. Ha F — xz — F" — x, akkor azt mondjuk, 
hogy F és F" szomszédosak x-re vonatkozólag. 

(a) Legyen a G gráf kétszeresen összefüggő. S egy közös részgráfja a 
T és T" feszítőfáknak. — Bizonyítsuk be, hogy létezik feszítőfák egy To — 
TT, T2,....Tk-i Tk — T" sorozata, amelyre minden i c k esetén S C 7, és 
T:, Ti4a szomszédos valamely §-en kívüli pontra vonatkozólag. 
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(b) Legyen G kétszeresen összefüggő, nem páros gráf 2n csúccsal. Bizonyítsuk 
be, hogy G pontjai két n elemű osztályba sorolhatók úgy, hogy a két osztályt 
összekötő élek összefüggő, minden pontot tartalmazó részgráfot alkossanak. 


2.11. k-szorosan élösszefüggő és k-szorosan összefüggő gráfok 


Először az alapdefiníciókat közöljük. 


2.11.1. Definíció. Egy G gráf k-szorosan élösszefüggő, ha tetszőleges, k-nál kisebb 
elemszámú élhalmazát elhagyva a kapott gráf összefüggő lesz. 


2.11.2. Definíció. Egy G gráf k-szorosan (pontjösszefüggő, ha tetszőleges, k-nál 
kisebb elemszámú csúcshalmazát elhagyva összefüggő gráfot kapunk, és IV(GY 5 k. 


Megjegyzés. Az utolsó feltétellel kizártuk a kis pontszámú teljes gráfokat, amelyek 
ezen feltétel nélkül k-szorosan összefüggőek lettek volna. 

Az összefüggőségi feltételek közti kapcsolatokat a következő ábra foglalja 
össze: 


1 1 


k-szoros összefüggő. - k-szoros élösszefüggőség 

1 1 
k — 1-szeres összefüggőség 78 k — 1-szeres élösszefüggőség 

L 4 
1 l 

2-szeres összefüggőség a 2-szeres élösszefüggőség 
3 L 

összefüggőség 


A fenti fogalmak után természetes a következő jelölések bevezetése: 


2.11.3. Definíció. Legyen G egy tetszőleges gráf, és legyen 


K(G) — maxík : G k-szorosan összefüggő), 
Ke(G) —maxík : G k-szorosan élösszefüggőj. 
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Megjegyzés. A fenti két, gráfokon értelmezett függvény értéke csak a behelyette- 
sített gráf izomorfiatípusától függ. Az ilyen függvényeket gráfparamétereknek vagy 
gráfinvariánsoknak nevezzük. Már az eddigiekben is találkoztunk gráfinvariánsok- 
kal. Például a fokszámsorozat is egy gráfinvariáns. A gráfelmélet jelentős része 
különböző gráfparaméterek tanulmányozásaként fogható fel. 





A kétszeres élösszefüggőséghez és kétszeres összefüggőséghez hasonlóan jelle- 
mezhetjük a £-szoros élösszefüggőséget és a k-szoros összefüggőséget. 


2.11.4. Tétel. (Menger tétele, élösszefüggő változat) A következők ekvivalensek: 
(1) G k-szorosan élösszefüggő, 
(ü) Tetszőleges r,y € V(G) esetén létezik k éldiszjunkt út, azaz k darab xy út 
úgy, hogy a k út élhalmazai páronként diszjunktak. 


2.11.5. Tétel. (Menger tétele, pontösszefüggő változat) A következők ekvivalen- 
sek: 

(i) G k-szorosan összefüggő, 

(ii) Tetszőleges x,y € V(G) esetén létezik k darab pontfüggetlen út, azaz k da- 
rab ry út úgy, hogy belső pontjaik halmazai páronként diszjunktak, továbbá 
IV(GYI 2 ki. 

A tételek bizonyításához megjegyezzük, hogy a (11)(i) irány egyszerű. A 
másik irány bizonyítása komolyabb eszközöket igényel. Ezt a következő fejezetben 
végezzük el a folyamok elméletének felhasználásával. 


Feladatok 
2.11.6. 

() Bizonyítsuk be, hogy G akkor és csak akkor £-szorosan összefüggő, ha G?, 

azaz G egyszerűsítettje is az. 

(ii) Legyen G egy k-szorosan élösszefüggő gráf. Bizonyítsuk be, hogy ekkor 60 

összefüggő, de nem feltétlenül kétszeresen összefüggő. 
2.11.7. Bizonyítsuk be, hogy az összefüggőségek közötti kapcsolatokat feltüntető 
ábrából nem következő implikációk nem is igazak. 
2.11.8. Igazak-e a következő állítások? 

(a) Ha G összefüggő, és bármely három éle egy körön van, akkor G háromszorosan 

összefüggő. 

(b) Ha G háromszorosan összefüggő gráf, akkor bármely három éle egy körön van. 
2.11.9. Bizonyítsuk be, hogy minden háromszorosan összefüggő gráf részgráfként 
tartalmazza K4 egy felosztását. (Egy G gráf egy felosztásán az élein új pontok 
felvételével nyerhető gráfot értjük.) 
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2.11.10." Egy gráf akkor és csak akkor háromszorosan összefüggő, ha egy kerék, 
vagy egy kerékből megkapható a következő két operáció ismételt alkalmazásával: 
(1) egy él hozzávétele, 
(ii) egy legalább negyedfokú xz pont helyettesítése az 17 és xz" összekötött pontok- 
kal, és 7 szomszédainak a/-vel vagy 17-vel való összekötése úgy, hogy 7 és 2" 
foka is legalább 3 legyen. 


2.11.11. Legyen G egy k-szorosan összefüggő gráf, és vi, V2, . .., vk tetszőleges k 
csúcsa G-nek. Bizonyítsuk be, hogy létezik olyan C kör G-ben, amely az összes u; 
(i— 1,2,...,k) ponton áthalad. 

2.11.12. Bizonyítsuk be, hogy egy G gráf akkor és csak akkor k-szorosan élössze- 
függő, ha minden X G V(G), X § B esetén ő(X) 2 k. (ó(X) definícióját lásd az 
1.10.20. feladatban.) 

2.11.13." Egy k-szorosan élösszefüggő G gráf minimális, ha tetszőleges élét el- 
hagyva a kapott gráf már nem lesz k-szorosan élösszefüggő. Bizonyítsuk be, hogy 
egy minimális k-szorosan élösszefüggő gráf tartalmaz k fokú pontot. 


2.11.14." Legyen G egy egyszerű ponttranzitív gráf (azaz tetszőleges z, y csúcsokra 
G-nek van olyan automorfizmusa, amely 2-et y-ba viszi). Bizonyítsuk be, hogy 
(a) G reguláris (legyen d a közös fokszám), 
(b) G d-szeresen élösszefüggő. 
(c) Igaz-e, hogy G d-szeresen összefüggő is? 


2.12. Folyamok 


2.12.1. Definíció. Egy G irányított gráfot két kijelölt pontjával, s, t € V(69-vel, és 
egy c: E(G) RT függvénnyel hálózatnak nevezünk, és (G; s,t,0)-vel jelölünk. Az 
s pontot forrásnak, a t pontot nyelőnek, a c függvényt pedig kapacitásfüggvénynek 
nevezzük. " 


A G gráf felfogható mint egy úthálózat vagy egy csőhálózat, ahol minden e 
élnek van egy áteresztőkapacitása: c(e). 


2.12.2. Definíció. Egy f: E(G) — R függvényt folyamnak nevezünk, ha minden 
2 A s,t pont esetén teljesül, hogy Dec: Í(2) — Deexz f(e), ahol Ej az x csúcsba 
befutó élek halmaza, és Ez az z csúcsból kifutó élek halmaza. Ezeket a feltételeket 
megmaradási feltételeknek nevezzük. 

Egy folyamot megengedett folyamnak nevezünk, ha tetszőleges e él esetén 0 £ 
2 f(e) S ete). 
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Egy f folyam értéke 
0(f)—- 57 fte)- D fe). 


eEEt eEB7 


2.12.3. Példa. — Tetszőleges hálózat esetén az azonosan 0 folyam megengedett 
folyam, és értéke 0. 


Megjegyzés. A fenti fogalom után a következő optimalizálási feladatot definiál- 
hatjuk: Adott egy G hálózat, keressük meg a megengedett folyamok legnagyobb 
értékét. 

Meg kell jegyeznünk, hogy a , legnagyobb" értékről beszélhetünk (ez egy foly- 
tonos optimalizálási feladat). Ez valóban igaz, hiszen egy folyam felfogható RIF(ONI 
egy pontjának. A megengedett folyamok RIO egy kompakt részhalmazát al- 
kotják. A folyam értéke egy folytonos függvény RIRO.n, így valóban felveszi 
maximumát a megengedett folyamok kompakt halmazán. 

Valójában a megengedett folyamok halmaza lineáris egyenlőtlenségekkel és 
egyenlőségekkel van definiálva, az optimalizálandó függvény pedig egy lineáris függ- 
vény. Tehát a folyamprobléma egy speciális lineáris programozási feladat. 


A továbbiakban csak megengedett folyamokat vizsgálunk. Először azt néz- 
zük meg, hogyan becsülhető a maximális folyamérték. Egy nyilvánvaló becslés 
He Ep c(e). Ezt szeretnénk általánosítani. Ehhez felelevenítűnk egy definíciót. 
Legyen G egy irányított gráf. Egy V — (S, T) vágás G-ben a ponthailmaz egy két- 
osztályú partíciója. V egy s-t vágás, ha s € S, ést € T. A vágás élhalmaza E(V), 
a benne szereplő élek két osztályba sorolhatók az osztályok közötti irányuk sze- 
rint. A két osztályt Et(V)-vel és E7(V)-vel jelöljük. Hogy melyik osztály melyik, 
az megállapodás kérdése. Esetünkben azonban megállapodhatunk, hogy Et(V) 
tartalmazza azokat az éleket, amelyek kezdőpontjai a forrás oldalán vannak, vég- 
pontjai pedig a nyelő oldalára esnek, illetve E7(V) tartalmazza azokat az éleket, 
amelyek kezdőpontjai a nyelő oldalán vannak, végpontjai pedig a forrás oldalára 
esnek. 


2.12.4. Definíció: Legyen (G; s, t, c) egy hálózat, és legyen V egy 5-t vágás. Ekkor 
a V vágás kapacitása c(V) — eeptwy ele). 
A definíció értelmét a következő lemma mutatja: 


2.12.5. Lemma. Legyen f egy tetszőleges megengedett folyam egy (G; s,t,c) háló- 
zatban. V egy tetszőleges 5-t vágás. Ekkor 


0) 2(P—-Deerrw Í()— Deer-w fe). 
(ü) v(f) S (4). 
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Bizonyítás. (i) Legyen A a V vágás t-t tartalmazó oldala. Adjuk össze az A ) (t) 
halmazban lévő pontokra felírt megmaradási törvényeket és a folyamérték t-re tá- 
maszkodó élekre alapuló definícióját. Rendezés után kapjuk a következő formulát: 


v()- X f9- HZ Je 


eeEt(V) c€E-(V) 


hiszen ha egy él mindkét végpontja A-ban van, akkor az összegben kétszer fog 
szerepelni, egyszer pozítív és egyszer negatív előjellel. 

(ii) A jobb oldal negatív tagjait elhagyva és a maradék tagokat a megfelelő 
élek kapacitásaival becsülve kapjuk az állítás második részét. u 


A fenti lemma egy következménye, hogy a folyamérték a forrás környezetében 
is leolvasható: 


v(f)— 2 f(e)- Y F0. 


eeET eeEj 


2.12.6. Következmény. 
max(v(f): f egy megengedett folyam) £ min(c(V) : V egy s-t vágás) 


Az előző lemmából a következő módszer olvasható ki arra, hogyan adhatunk 
felső becslést a maximális folyamértékre: Vegyünk egy tetszőleges vágást, és szá- 
mítsuk ki a kapacitását. Ez egy felső becslés a legnagyobb folyamértékre. A kö- 
vetkezőkben belátjuk, hogy ez a módszer teljes a következő értelemben: a legjobb 
felső becslés, ami ilyen módon nyerhető, megegyezik a maximális folyamértékkel, 
azaz a következményben egyenlőség is teljesül. Ennek belátásához szükségünk lesz 
a következő definícióra: 


2.12.7. Definíció. Legyen (G;s,t,c) egy hálózat, és f egy megengedett folyam. 
Legyen P egy st út a G irányításának elhagyásával keletkező irányítatlan gráfban. 
Ekkor a P út éleinek G-beli megfelelőit két osztályba sorolhatjuk aszerint, hogy 
s-től t felé (EY(P)), vagy fordítva vannak irányítva (£7(P)). P egy javító út (a 
hálózatban az f folyamra nézve), ha minden e e Et(P) esetén f(e) c c(e), és 
minden e € E7(P) esetén f(e) 5 0. 


A definíció elnevezését és fontosságát a következő lemma magyarázza meg: 


2.12.8. Lemma. Legyen f egy megengedett folyam a (G; s,t,c) hálózatban. Legyen 
P egy javító út. Ekkor f nem maximális értékű. 
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Bizonyítás. Legyen mt — minyegs(p) (c(e) — f(e)), m" — minver-rp) f(e), és 
m — minímt, m7). (Javító út esetén m 5 0.) Legyen 


fe), ha eg E(P), 
f(e) — [79 4m, haeeEt(P), 
f(e)-m, haee E7(P). 


Egyszerűen belátható, hogy f egy megengedett folyam, és értéke v( H-ufj-mz 
5 v(f). u 


Megjegyzés. Az állítás bizonyítása konstruktív. Ha adva van egy hálózat, egy 
folyam és egy javító út, akkor a, bizonyítás egy nagyon egyszerű eljárást ad egy 
nagyobb értékű folyam konstruálására. 


A fenti egyszerű definíciónak és a lemmának jelentős következményei vannak. 


2.12.9. Tétel. Legyen H — (G;s,t,c) egy hálózat, és f egy megengedett folyam. 
A következők ekvivalensek: 

(i) H-ban nincs f-re vonatkozó javító út. 

(ii) Valamely V s-t vágásra v(f) — c(V). 

(iii) f optimális (értéke maximális). 
Bizonyítás. (i)-:(ii) Egy s-ből induló utat nevezzünk javító út-kezdeménynek, ha 
t-ben fejeződik be. A csak egy pontból (s-ből) álló út javítóút-kezdemény. Legyen 
S azon z pontok halmaza, amelyekre létezik sz javítóút-kezdemény. A fentiek 
alapján § € S, ést g S. Azaz (ST — V(G) V 5) egy s-t vágást (V) ad. Legyen 
Et(V) az s oldaláról induló élek halmaza. Ekkor minden e € Et(V)-re f(e) — c(e), 
és minden e € E7(V)-re f(e) — 0, hiszen más esetben 7 egy pontjához is vezetne 
javítóút-kezdemény. Ekkor viszont a 2.12.5.(i) lemmából v(f) — c(V). 

(1) (ii) Tudjuk, hogy tetszőleges folyam értéke legfeljebb cíV) lehet. Így f 

nyilván optimális. 


(iii) (1) Az előző lemmából következik. ri 


2.12.10. Következmény. — (Maximális folyam—minimális vágés tétel) Legyen 
(G; s,t,e) egy hálózat. Ekkor 


maxí(v(f) : f egy megengedett folyam) — min(c(V) : V egy s-t vágás). 


Megjegyzés. A nemzetközi irodalomban a tételre, az angol neve (max flow—min 
cut) alapján, MFMC tételként hivatkoznak. 
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Bizonyítás. Legyen Tf egy maximális értékű megengedett folyam (tudjuk, hogy 
ilyen létezik). Az előző tétel alapján létezik olyan vágás, amelynek kapacítása 
v(f). Így 


mexívíf) : 7 egy megengedett folyam) 2 minfc(V) : V egy s-t vágás). 


Mivel az ellenkező irányú egyenlőtlenséget a 2.12.6. következményben már beláttuk, 
ezért az állításunk adódik. n 


Egy másik alkalmazása a javító utakról kapott eredményünknek egy algorit- 
mus a maximális folyamérték meghatározására. A természetes gondolat a követ- 
kező , algoritmust" sugallja: 


2.12.11. Algoritmus. (Maximális folyamot kereső algoritmus, Ford— Fulkerson- 
algoritmus) 

Kiinduló lépés: Induljunk ki egy megengedett folyamból. 

Javító út keresése: Keressünk javító utat. Ha találunk, akkor folytassuk a javító 
lépéssel, különben álljunk le azzal, hogy az aktuális folyam optimális. 

Javító lépés: Módosítsuk folyamunkat a 2.12.8. lemma szerint, és az új folyammal 
térjünk vissza a javító út kereséséhez. 


Megjegyzés. 1) Nem tisztázott, hogy a javító út keresését hogyan kell megvalósí- 
tani. Megjegyezzük, hogy a későbbiekben ezt részletesebben is leírjuk. Ez a leírás 
része lesz a Ford—Fulkerson-algoritmusnak. 

2) Ha algoritmusunk leáll, akkor az eddig bebizonyítottak alapján az ered- 
mény helyes. Azonban nem biztos, hogy az 1. és 2. lépést ismételgetve nem kerül- 
hetünk végtelen ciklusba. Valójában ez lehetséges, ezt a 2.12.18. feladat mutatja. 
Természetesen a végtelen ciklusban előforduló javítások egy növekvő folyamérték- 
sorozatot adnak, amely konvergál. Az előbb említett feladat azt is mutatja, hogy 
az is előfordulhat, hogy még a határérték sem az optimális érték. 

3) Tegyük fel, hogy hálózatunkban szereplő kapacitásértékek egészek. Ha a 
kiinduló folyam értékeit egészeknek választjuk (ezt könnyen elérhetjük például min- 
den élen 0 értéket definiálva), akkor az eljárás során mindig egész értékű folyammal 
dolgozunk, és minden javításnál legalább 1-gyel növeljük a folyam értékét. Így vég- 
telen ciklus nem lehetséges. Ez a megjegyzés egyszerűen kíterjeszthető racionális 
kapacitásértékekre is. 

2.12.12. Következmény. — Legyen (G;s,t,c) egy hálózat, ahol c egy egész értékű 
függvény. Ekkor létezik olyan optimális folyam, amely szintén egész értékű. 


Bizonyítás. Induljunk ki az azonosan 0 folyamból, és hajtsuk végre a fent említett 
algoritmust. Megjegyzésünk szerint az algoritmus véges sok lépésben leáll, és egy 
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optimális értékű folyamot ad. Belátjuk, hogy ez a folyam egész értékű. Ehhez elég 
azt ellenőrizni, hogy az eljárás folyamán előforduló összes szám egész. Ez könnyen 
megtehető. ba 


A következőkben a javító út keresésének egy lehetséges megoldását ismertet- 
jük. 
2.12.13. Algoritmus. (Javító utat kereső algoritmus) 
Kiinduló lépés: Jelöljük meg az s csúcsot egy 0 címkével. 
Címkézési fázisok: A továbbiakban bizonyos pontoknak címkéket adunk. A cím- 
kék kiosztása fázisokban történik. Az i-edik fázisban a csúcsok némelyike í címkét 
kap. A kiinduló fázis a 0-dik fázis, amikor s lesz az egyetlen pont, amely 0 cím- 
két kap (Ca — (s)). Az í címke jelentése, hogy ebbe a pontba vezető, í hosszú 
javítóút-kezdeményt találtunk. Az i címkét kapott pontok halmaza legyen C;. A 
továbbiakban az i-t 1-edik fázist írjuk le, azaz C;41 definícióját. 
C; címkézetlen szomszédait vizsgáljuk. Ha valamelyikbe egy olyan e él vezet 
egy címkézett pontból, amelyre f(e) c c(e), akkor a pontot jelöljük meg az í-- 1 
címkével. Ha valamelyikből egy olyan e él indul egy címkézett pontba, amelyre 
f(e) 2 0, akkor ezt a pontot is jelöljük meg az í 4-1 címkével. 
(e Ha ebben a fázisban megcímkéztük a tí csúcsot, akkor a keresési eljárás 
a Vvisszafejtésével" egy st javító utat találunk, és az algoritmus futását be- 
fejezzük. 
e Ha ebben a fázisban jelöltünk meg csúcsot (nem t-t), akkor térjünk rá az 
1 4 2-edik fázisra. 
e Ha nem jelöltünk meg csúcsot, akkor fejezzük be az algoritmust azzal, hogy 
a hálózatban nincs javító út. 


Megjegyzés. 1) Az algoritmus leírásában szerepel a visszafejtés szó. Ez megva- 
lósítható, ha minden címke kiosztásánál egy mutatót is bevezetünk a címkézett 
pontból ahhoz, amely , miatt" a címkét kapta. Ha t címkét kap, akkor a mutatók 
mentén visszahaladva egy javító utat járunk végig. Könnyen meggondolható, hogy 
a mutatók egy irányított fát adnak, amelyben minden él az ,,s pont felé" mutat. A 
mutatók megfordításával egy olyan irányított fát kapunk, amely , a keresés irányát" 
mutatja. 

2) A fentebb leírt keresési algoritmus mindig egy legrövidebb st javító utat 
találmeg. Ebben az esetben bizonyíthatóan véges sok javítás után leáll az algorit- 
musunk. Ennek belátását a 2.12.19. feladatra bízzuk. 

3) Ha a hálózatban nincs javító út, akkor a keresés véges, és a megjelölt 
pontok éppen egy minimális értékű vágás egyik oldalát alkotják. Így az algorit- 
mus futása végén nemcsak egy optimális folyamot kapunk, hanem egy vágást is 
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(címkézett-címkézetlen pontok), amelynek kapacitása a folyam értékével egyezik, 
azaz eredményünk optimálisságát bizonyítja. 

Végül megemlítjük, hogy az eddigiekből Menger tételének élösszefüggő válto- 
zata adódik. A tételt az eddig idézettől eltérően mondjuk ki. A tétel előtt néhány 
definícióra lesz szükségünk. 

2.12.14. Definíció. Legyen G egy gráf, és s,t két pontja. Egy F C E(G) élhalmaz 
elválasztja az s és t pontokat, ha G — F-ben nincs st út, azaz az összes st út 
tartalmaz F-beli élt. 


Irányított gráfok esetén egy F C E(G) irányított élhalmaz elválasztja az s és 
t pontokat, ha G — F-ben nincs irányított st út. 


Megjegyzés. Irányított gráfok esetén az s és t pontokat elválasztó élhalmaz esetén 
az s és t közötti sorrend rendkívül fontos. Az irányítatlan esetben a sorrend nem 
számít. 


2.12.15. Következmény. (Menger tétele, élfüggetlen utakra vonatkozó változat) 
(i) Legyen G egy irányított gráf, és s,t két pont a gráfban. Ekkor 
min(]JF): FC E(G), és F elválasztja s-et és t-t) 
z maxík : létezik k élfüggetlen st út). 


(ii) Legyen G egy (irányítatlon) gráf, és s,t két pont a gráfban. Ekkor 


min(]IFI: FC E(G), és F elválasztja 5-et és t-t) 
7— maxík: létezik k élfüggetlen st út). 
Bizonyítás. (i) A bal oldal nyilvánvalóan nagyobb vagy egyenlő a jobb oldalnál. 
A másik irányú egyenlőtlenséghez definiálunk egy hálózatot. A (G; s, t) hármashoz 
definiálunk egy c kapacitást, amely az azonosan 1 függvény lesz. Áz így kapott 
hálózatra alkalmazzuk a maximális folyam—minimális vágás tételt. A hiányzó 
egyenlőtlenség adódik a következő két megjegyzésből: 


min(]FI: F elválasztja s-et és t-t) £ minfe(V) : V egy s-t vágás), 
és 
maxík : létezik k élfüggetlen st út) 2 maxívíf) : f egy megengedett folyam). 


Az első egyenlőtlenség ezekből nyilvánvaló. 
Legyen 
ko — maxívíf): f egy megengedett folyam). 
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A második egyenlőtlenség igazolásához azt kell belátni, hogy G-ben létezik ko darab 
élfüggetlen st irányított út. 

c egész értékű függvény, így tudjuk, hogy kg egész szám, és létezik egész értékű 
optimális folyam: f (v(f) — ko). Mivel a kapacitások 1-ek, ezért f azonosítható 
egy F élhalmazzal: azon élek halmazával, ahol f értéke 1. 

Feltehető, hogy F nem tartalmazza egyetlen irányított kör élhalmazát sem. 
Ha ugyanis lenne ilyen kör, akkor ennek éleit elhagyva egy f-fel azonos értékű 0-1 
folyamnak megfelelő élhalmazhoz jutnánk. 

A kapacitásfüggvény és f választása miatt a megmaradási törvények ekviva- 
lensek azzal, hogy s és t kivételével minden pontba ugyanannyi F-beli él fut be, 
mint ahány F-beli él kifut belőle. 

A ko darab utat egyenként definiáljuk. Vegyünk egy s-ből induló maximális 
(irányított) utat, amely csak F-beli éleket használ. A megmaradási törvények és 
az irányított körök hiánya miatt a maximális út t-ben ér véget. A talált st út lesz 
az első st utunk: Pi. Begyen Fi — FN E(P;). Ekkor Fi. egy fi megengedett, 
0-1 folyamnak megfelelő élhalmaz, melynek értéke 1-gyel kisebb, mint / értéke. 
Eljárásunkat addig ismételhetjük, amíg ko darab éldiszjunkt st úthoz nem jutunk. 

(ii) G minden élét duplázzuk meg, és irányítsuk az így kapott élpárok egy-egy 
élét ellenkező irányba. Definiáljuk az összes él kapacitását 1-nek. Az így kapott 
hálózatra, alkalmazzuk az (i) pont bizonyítási módszerét. " 

A következő következmény a fenti állítás egy újrafogalmazása. 

2.12.16. Következmény, (Menger tétele, élösszefüggő változat) A következők 
ekvivalensek: 

(i) G k-szorosan élösszefüggő. 

(ii) Tetszőleges z,y € V(G) esetén létezik k darab élfüggetlen xy út. 


Megjegyzés. A fentiekből adódik, hogy 


Ke(G) — s min. maxík : Pi,..., Pk élfüggetlen ry utak). 


sé 


A bizonyítások elemzéséből, a Ford—Fulkerson-algoritmusra építve ezek alapján 
egy eljárást adhatunk xe(G) meghatározására. 


Menger tételének pontfüggetlen utakra vonatkozó változatai, a k-szoros pont- 
összefüggőség ekvivalens definíciója és a x(G) gráfparaméterre vonatkozó analóg 
állítás már könnyen megsejthető. Bizonyításukhoz azonban a folyamelmélet kiter- 
jesztésére van szükségünk. Ezt a következőkben tárgyaljuk. 
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Fetadatok 
2.12.17. Legyen H az ábrán látható hálózat: 
z 





10 


Mi a maximális folyam értéke? Indokoljuk válaszunkat! 

Legyen Pi az szyt út, P, az syzt (irányítatlan értelemben vett) út, P; az szt 
út, és P, az syt út. 

Utak egy sorozata javító sorozat, ha tetszőleges eleme javító út; lesz abban a 
folyamban, amit az azonosan 0 folyamból kiindulva kapunk az előző utak mentén 
történő javítással 

(a) Javító sorozat-e Ps, Pa, PL? 

(b) Javító sorozat-e Ps, Pa, Pa? 

(c) Javító sorozat-e P,, Pi, Pa, Pi, Pa? 

(d) Mi lesz az aktuális folyam, ha a P?, PL, . . . , Pi, Pa (i 3-1 darab P) és i darab 

Pa út felváltva) javító sorozatot végrehajtjuk? 


2.12.18. Legyen G a következő egyszerű irányított gráf: 
V(G) — (st,vi, va, vs, va), 


E(G) — (svi, 5v2, suz, sva, vit, vat, vat, vat, via, vau, vzva, vavi ). 


Legyen c: E( G) o N az a függvény, amely az s-ből kiinduló és t-be befutó éleken 
N-et, a többi élen pedig az 1 értéket veszi fel. (N — 1019) 

(a) Bizonyítsuk be, hogy a fenti hálózatra az optimális folyam értéke 4N. 

(b) Legyen a az 13 -- r — 1 egyenlet egyetlen valós gyöke. Legyen f :E(d) -R 
az a függvény, amelyre f(svz) — f(vsva) — 1— a, f(vavi) — f(vit) — az, 
f(sva) — a, és a többi f érték 0. Bizonyítsuk be, hogy f egy megengedett 
folyam. 

(c) Legyenek 


PR. — (svi, viva, veva, vava, vatb, Pa z (svi, viva, vavz, vzva, vat), 


Pz — (sv, vava, vavi, viva, vat) Pa — (sv3, vava, vovi, viva, vat) 
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utak a G gráfban (nem irányított értelemben). Bizonyítsuk be, hogy ha az 
optimális folyamot megkereső algoritmusunkat az f folyammai indítjuk el, 
akkor Pi, Pa, Pa, Pa, Pi, Pa, . . . választható a javító utak sorozatának. Mi lesz 
a kapott folyamsorozat értékeinek sorozata? 
2.12.19." A maximális értékű folyamot kereső algoritmusban válasszuk mindíg az 
egyik legrövidebb javító utat. Bizonyítsuk be, hogy legfeljebb mn javítás után 
megkapjuk az optimális folyamot (n és m a G gráf pont-, illetve élszáma). 
k k k 
2.12.20. Legyenek r,y € V(G) tetszőleges csúcsok. Legyen ax a pontfüggetlen, 
legfeljebb k hosszú zy utak maximális száma. Legyen ők az összes legfeljebb k 
hosszú gy utakat lefogó (r-től és y-tól különböző) pontok minimális száma. Igaz-e, 
hogy ax — b? 
2.12.21. Egy G gráfban z, z,y,y" c V(G). G-ben a darab zr" utat és $ darab yy!" 
utat keresünk úgy, hogy az a-t 8 út éldiszjunkt legyen. Adjunk szükséges feltételt 
arra, hogy ilyen űtrendszer létezzen. Elegendőek-e feltételeink? 
2.12.22. Van-e olyan G irányított gráf és r,y € V(G) pontok úgy, hogy G-ben 
legyen zy és yz irányított út is, de bármely két zy és yr útnak legyen közös éle? 
2.12.23. Legyen G irányított gráf, és z,y € V(G) két pont úgy, hogy dt(z) — 
-— d7(z) minden z / z,y pontra, és dt(r) — d7(z) — k 2 0. Bizonyítsuk be, hogy 
(a) de(yy—dtíy —k, 
(b) az xy éldiszjunkt irányított utak száma legalább k. 
2.12.24. Legyen G egy irányított gráf, amelyre minden z pont esetén dt(r) — 
cd-s 
(a) Bizonyítsuk be, hogy ha G irányítását elhagyva egy összefüggő gráfot kapunk, 
akkor minden x,y € V(G) esetén létezik ry irányított út. 
(b) Bizonyítsuk be, hogy ha létezik k darab élfüggetlen xy irányított út, akkor 
található k darab élfüggetlen yx irányított út is. 
2.12.25." Legyen G egy irányított gráf, amelyre tetszőleges x, y pontok ese- 
tén az éldiszjunkt xy (irányított) utak maximális száma egyenlő az éldiszjunkt 
yr utak maximális számával, Bizonyítsuk be, hogy G tetszőleges z pontjára 
dt(x) -d-(m). 
2.12.26. Tegyük fel, hogy egy irányított G gráfban P), . . . , P. maximális számú 
élfüggetlen st út. Legyen G" a G gráfból a P; utak irányításának megfordításával 
nyerhető gráf. Bizonyítsuk be, hogy G" nem tartalmaz irányított st utat. 
2.12.27. Az előző feladat felhasználásával igazoljuk Menger tételének irányított 
élfüggetlen utakra vonatkozó változatát. 
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2.13. Általánosított folyamprobléma 

2.13.1. Definíció. Egy G irányított gráfot s és t kijelölt pontjaival és a ev: V(GYN 
(st) Rt, cg: E(G) — Rt függvényekkel általánosított hálózatnak nevezünk. 


Tehát az általánosított hálózat egy olyan hálózat, amelyben a forráson és a 
nyelőn kívül minden pontnak van egy kapacitása is. 


2.13.2. Definíció. — Legyen (G;s,t,cv,cE) egy általánosított hálózat. Egy 
f: E(G) — R függvény megengedett ( általánosított) folyam, ha minden e élre 


0 £ f(e) S erte), 


és minden v E V(G) V (s, t) csúcsra 


XI f(9g- 7 te) s evív). 


ccEj eeEg 


Az általánosított folyam tehát egy speciális folyam, ami a. csúcsokra vonatkozó 
kapacitásfeltételeknek is eleget tesz. 


2.13.3. Definíció. Egy f általánosított folyam értékét f-nek mint folyamnak 
értékeként definiáljuk. 


Az előzőleg kidolgozott állításokat módosítjuk az általánosított folyamok ese- 
tére. 


2.13.4. Definíció. — Legyen (G;s,t,cv.cE) egy általánosított hálózat. V — 
-(A,B,C) általánosított s-t vágás, ha az A, B, C csúcshalmazok páronként disz- 
junktak, AU BUC — V(G), s € A, ést € C. (Tehát a B halmaz lehet üres 
is.) Az A-ból €-be menő éleket két csoportba oszthatjuk aszerint, hogy melyik 
irányba haladnak. Legyen Et(V) azon élek halmaza, amelyek A-ból indulnak és 
C-be vezetnek. Egy V általánosított s-t vágás kapacitása: 


elv) — pa cs(f) tk DÓ cv(u). 


fEEtTWW) ueB 


A követekező tétel a fenti definíció hasznát mutatja: 


2.13.5. Lemma. Legyen (G;s,t,cv,cE) egy általánosított hálózat, f egy megenge- 
dett folyam, és V — (A, B,C) egy általánosított s-t vágás. Ekkor v(f) £ c(V). 
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Bizonyítás. A C-beli pontokra felírt megmaradási törvényeket összeadva kapjuk, 


hogy 
aps 2 95 2 celdi Rf) 
9EBH(AUBO) SEERW) SEEt(BO) 
s 2 er(gi 2 even), 
geEt(w) vEB 
ahol Et(H1, Ha) azon élek halmazát jelöli, amelyek kezdőpontja H1-be, végpontja 
pedig H2-be esik. " 


2.13.6. Következmény. Legyen (G;s,t,cv,cE) egy általánosított hálózat. Ekkor 


maxív(f) : f egy megengedett általánosított folyam) 
£ min(e(V) : V egy s-t általánosított vágás). 


Most is kimutatjuk, hogy ebben az egyenlőtlenségben egyenlőség szerepel. 


2.13.7. Tétel. (Általánosított maximális folyam—rminirmális vágás tétel) Legyen 
H—(G;s,t,cv,cE) egy általánosított hálózat. Ekkor 


maxívíf) : f egy megengedett folyam) 
— minfe(V) : V egy s-t általánosított vágás). 


Bizonyítás. V(GYY(s.t) minden x pontját duplázzuk meg, így minden z pont he- 
lyett egy zi, re párt kapunk. Ezzel 2-3-2(]/V(G)I— 2) ponthoz jutunk. Minden ilyen 
Pár esetén vegyünk a gráfhoz egy riz2 irányított élt cv(a) kapacitással. Minden 
e - zy € E(G) esetén vegyünk egy z2y irányított élt cp(e) kapacitással. Így egy 
ÁT hálózathoz jutunk. 

Belátjuk, hogy 


maxív(f) : f egy megengedett általánosított folyam H-ban) 
— maxívíf): f egy megengedett folyam ű. -ban) 


min(e(V) : V egy általánosított s-t vágás H-ban) 
— min(e(V) : V egy s-t vágás -ban). 
A maximális folyam—minimális vágás tétel alapján az egyenlőségek jobb ol- 
dalai egyenlők, így a bal oldalak is, amit bizonyítani kellett. 
Az első egyenlőség nyilvánvaló abból, hogy a H-beli általánosított megenge- 
dett folyamok és a Í-beli megengedett folyamok könnyen megfeleltethetők úgy, 
hogy a megfeleltetett folyamok értéke azonos legyen. 
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Az előző lemma alapján a második egyenlőség bal oldala legalább akkora, 
mint az első egyenlőség bal oldala. Így a második egyenlőség igazolásához elég 
belátni, hogy a bal oldala nem nagyobb a jobb oldalánál. Ez következik abból, 
hogy tetszőleges V — (S,T) H-beli vágáshoz található olyan V" — (A, B,C) H- 
beli általánosított vágás, amelyre ec(V") £ e(V) teljesül. Ez valóban így van, például 
az 

A-íveVIGYMSs th : vi. v2 E SU (sk 

B-fveviGytlsth:meSveeT) 

GC eve VIGYMs th: ET)YÜ (th, 
választással, ahol vi, va jelöli a v csúcs megduplázásakor keletkezett csúcspárt. 
Könnyen ellenőrizhető, hogy a c(V") definíciójában szereplő összes tag ott van a 
c(V) definíciójában szereplő tagok között, így e(V") £ eV). u 

A fenti tétel egy következménye Menger tételének pontfüggetlen változata. 
2.13.8. Definíció. — Legyen G egy gráf, és s,t a gráf két pontja. Egy UV C 
c V(GYV(s,t) ponthalmaz elválasztja az s ést pontokat, ha G — U-ban nincs st 
út, azaz az összeg st út tartalmaz U-beli csúcsot. 

Irányított gráfok esetén egy U C V(GYY (st) ponthalmaz (irányított értelem- 
ben) elválasztja az s ést pontokat, ha G — U-ban nincs irányított st út. 

2.13.9. Tétel. (Menger tétele, pontfüggetlen utakra vonatkozó változat) 
(i) Legyen G egy irányított gráf, és legyen s,t két pont a gráfban. Tegyük fel, 
hogy nincs st (irányított) él a gráfban. Ekkor 


min(lUI: VC V(GY Vís,t) elválasztja s-et és t-t) 

-— max(k: létezik k pontfüggetlen st út). 
(ii) Legyen G egy (irányítatlan) gráf, és legyen s,t két pont a gráfban. Tegyük fel, 

hogy nincs st él a gráfdan. Ekkor 

miníjUI : UV S V(GYN (st) elválasztja 5-et és t-t) 

— maxík : létezik k pontfüggetlen st út). 
Bizonyítás. (i) A bal oldal nyilvánvalóan nagyobb vagy egyenlő a jobb oldalnál. 
A másik irányú egyenlőtlenséghez definiálunk egy hálózatot. A (G; s,t) hármashoz 
definiálunk cg és cv függvényeket, amelyek az azonosan 1 függvények lesznek. Az 
így kapott H általánosított hálózatra alkalmazzuk a maximális folyam— minimális 

vágás tételt. A hiányzó egyenlőtlenség adódik a következő két egyenlőtlenségből: 
min(jUI : UV C V(GY (s, t) elválasztja s-et és t-t) 
£ minfe(V) : V egy általánosított s-t vágás), 
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maxík : létezik k pontfüggetlen st út) 
2 maxív(íf): f egy megengedett általánosított folyam). 


Az élfüggetlen utakra vonatkozó változatnál alkalmazott gondolatmenet ítt is meg- 
ismételhető. 

(ij) A G gráf éleit duplázzuk meg, és az így kapott élpárok mindegyikére 
különböző irányba irányítsuk a két élt. Az így kapott irányított gráf élein és pont- 
jain definiáljuk a kapacitásfüggvényt 1-nek. Az így kapott általánosított hálózat 
felhasználásával az előző ponthoz hasonlóan fejezhetjük be a bizonyítást. u 


Megjegyezzük, hogy ebből az alakból nem teljesen nyilvánvaló (az élösszefüggő 
esettel ellentétben) a k-szoros összefüggőségnél megemlített karakterizáció. 


2.13.10. Következmény. (Menger tétele, k-szoros összefüggőségre vonatkozó vál- 
tozat) A következők ekvivalensek: 
(1) G k-szorosan összefüggő, 
(ii) Tetszőleges r,y € V(G) esetén létezik k darab pontfüggetlen xy út, továbbá 
IV(GYI2k-41. 


Bizonyítás. Csak az (i)(ii) irány okoz problémát. Legyen z, y tetszőleges pontpár 
G-ben. A k darab pontfüggetlen xy út létezése adódik az előző állításból, ha xy 
nem él a gráfban. Ha xy egy e él a gráfban, akkor vizsgáljuk a G — e gráfot. 
Egyszerűen belátható, hogy ez a gráf k — 1-szeresen összefüggő, így létezik benne 
k—1 pontfüggetlen ry út. Az így kapott k— 1 út és az zry él együtt k megfelelő 
utat ad. u 


A fenti karakterizáció nyilvánvaló következménye az összefüggőségi paramé- 
terre adható alábbi formula: 


2.13.11. Következmény. 


K(GY— min maxík: Pi,..., Pk pontfüggetlen ry utak). 


gy 


A pontösszefüggöség meghatározására a folyamalgoritmusból, az általánosí- 
tott folyamok, folyamok és Menger tételének kapcsolatából kapható egy algoritmus. 
Ennek technikai részleteit az érdeklődő olvasó kidolgozhatja. 
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2.14. A folyamok és a lineáris programozás kapcsolata 


Már említettük, hogy a maximális értékű folyam meghatározása egy speciális 
lineáris programozási feladat: 


max(As, f: SERIE I SaA-f7-0h 


ahol c a kapacitásvektor, f a folyamfüggvény értékeit leíró vektor, A a G irá- 

nyított gráf pont-él illeszkedési mátrixa, A,, az A mátrix s-nek megfelelő sora 
((-1,0, 169) egy eleme), és A" az A mátrixból az s és t csúcsoknak megfelelő 
sorok elhagyásával nyert mátrix. 

"Természetesen másképpen is lehetséges a folyamproblémát a. lineáris progra- 
mozás nyelvére lefordítani. A folyam mellett bevezethetünk egy v változót, amely 
a, folyamértéket jelöli. Ekkor a folyamprobléma megfogalmazása: 

E(G) ús 
(2) maxív:fER-g VER fccáA-fra:v7-0) 
ahol a az a vektor, amelynek minden komponense 0, kivéve az s-nek és £-nek 
megfelelő komponenseket, ahol 1, illetve —1 áll. 

"Természetes annak vizsgálata, hogy mi lesz az (LD) probléma duálisa. A dua- 
lizálás szokásos menetét követve kapjuk, hogy a duális probléma: 


min(c-p: pe RS re R"0), 
Tv — fu t Pug 2 0 (minden üö € E(G)-re),r,— m —1), 


1) 


ahol my, (v € V(G)) és pe (e € E(G)) duálváltozók. 


2.14.1. Példa. — Legyen (G;s,t) az alábbi ábrán látható irányított gráf egy s 
forrással és egy t nyelővel. A gráf csúcsainak és éleinek elnevezését a 2.14.2. ábráról 
leolvashatjuk. 





2.14.2. ábra 


Legyen a kapacitásfüggvény a következő: c(e1) — 3, c(e2) — 1, c(es) — 1, 
c(e4) — 1 és cles) — 4. Az e; élhez tartozó, a folyamértéket jelölő változó legyen 
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Ji. Ekkor a megfelelő lineáris programozási feladat: 


Í20, (i-—1,2,3,4,5) 
hS3, 
fas1 
Bel 
fas 1, 
Íf5S4 
-f-fatvs0 
fi— f3— fa 7-0, 
fat fs—fs5—0, 
fat fs-v-0, 
0-fit0:f2t0:-fz3-HO-fs-D: fs 4 1-v o max. 


A felírt lineáris programozási feladat duálisában a változók: my, we (Ss,u,u,t)(a 
négy csúcsra felírt megmaradási törvénynek megfelelő duális változók), és ps,  i€ 
(1,2,3,4,5) (a: az e; élen felvett folyamértékre vonatkozó, az él kapacitása által 
adott feltételnek megfelelő duális változó). A duális probléma: 


920, ÜsSst 2 tő) 
9-Tstm20, 
92—?atru2 0, 
P3—tutrv20, 
Pa—-Tu.tm2 0, 
p5—m tm 2 0, 
74—-m-]l, 


3-p1t1l-p2t1-p3-t1:p4-44- 95 G min. 


Észrevehető, hogy az (Z") feladat egy megengedett z megoldásának r koordinátáj- 
hoz ugyanazt a számot hozzáadva egy új megengedett megoldáshoz jutunk, amely- 
hez tartozó célfüggvényérték ugyanaz, mint az x-hez tartozó. A mr koordináták 
értékeit így változtatva el tudjuk érni, hogy a r koordináták is nemnegatívok le- 
gyenek. Tehát a 


min(c-p:pE RSS, TE REL; 


[s 
4) Tv — mut fg 2 0 (minden tö € E(G)-re). 7. —mz1), 
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módosított duálfeladat optimuma ugyanaz, mint (L")-é, ami a dualitástétel miatt 
egyenlő (L) optimumával, azaz a kiinduló hálózatban a legnagyobb folyamértékkel. 

Az (É") feladat optimumának kombinatorikus jelentést adhatunk: A szimplex 
módszert ismerve tudjuk, hogy az optimális megoldások között bázismegoldás is 
van. A bázismegoldás koordinátái közül néhány 0 lesz, a többi pedig egy egyen- 
letrendszer egyértelmű megoldását alkotja. Az egyenletrendszer az (£") lineáris 
program feltételeiből kiválasztott néhány egyenlőtlenségben az egyenlőtlenségjel 
egyenlőségjellel való helyettesítésével kapható. Az egyenletrendszer megoldása fel- 
írható a Cramer-szabály segítségével mint két determináns hányadosa. Az ebben 
előforduló mátrixok egy , nagy mátrix" almátrixai. Könnyű felírni a mátrixot, 
és felismerni, hogy totálisan unimoduláris. (A mátrix ,lényeges része" a hálózat 
gráfjának pont-él incidenciamátrixa.) Így a bázismegoldás koordinátái a (—-1,0,1) 
halmazból kerülnek ki. Mivel egy bázismegoldás egyben megengedett megoldás is, 
ezért ru,Pe € (0,1). Egy fenti típusú megoldáshoz rendeljük hozzá a következő 
két halmazt: S — (v E VÍG) : Tv - 1) T — (v € VÍG) : m, — 0). Nyilvánvaló, 
bogy se S, tEeT,ésV- (ST) egy s-t vágás a hálózatban. A megoldás p koordi- 
nátáiról azt mondhatjuk, hogy e — TÍ, z € S ésy e T esetén pe — 1, más esetben 
Pe tetszőleges értéket felvehet. Az optimális célfüggvényértéket adó megoldásnál 
feltehető, hogy más esetben pe értéke 0 lesz. Tehát a célfüggvényérték V kapacitása 
lesz. Mivel minden vágás kapacitása előáll mint egy megengedett megoldásnál fel- 
vett célfüggvényérték, ezért az (£") lineáris programozási feladat optimális értéke 
a kiinduló hálózat minimális vágáskapacitása lesz. 


2.14.3. Következmény. Legyen (G;s,t,c) egy hálózat. Ekkor 
maxívíf) : f egy megengedett folyam) — min(e(V) : V egy s-t vágás). 


Az új bizonyítás azt is adja, hogy a maximális folyan—minimális vágás tétel 
a lineáris programozás dualitástételének egy esete egy speciális alakú programra. 


3. Párosítások 


Történeti megjegyzések e Páros gráfok párosításai s Magyar módszer e Grá- 
fok párosításai e Párosítási algoritmusok s Gallai—Edmonds-struktúratétel e 
Párosítások száma se Párosítási polinom 


3.1. Történeti megjegyzések 


3.1.1. Definíció. Két élt függetlennek nevezünk, ha végpontjaik négy különböző 
pontot adnak. Egy G gráf éleinek egy M halmazát párosításnak nevezzük, ha a 
benne lévő élek páronként függetlenek. 


A párosításokkal kapcsolatban az első kérdés, hogy milyen nagy lehet (MI. 
Ennek az optimalizálási feladatnak az optimuma egy fontos gráfparaméter: 


v(G) — max(IM]: M párosítás G-ben). 


3.1.2. Definíció. Ha az M párosítás a gráf összes pontját lefedi, akkor azt mondjuk, 
hogy M egy teljes párosítás vagy 1-faktor. 


Az 1-faktor elnevezés Hilberttől származik. Őt az indexpárok egy E halmaza 
esetén a [[izep(z; — 25) szorzat multilineáris osztói érdekelték. Ezek az E halmazt 
reprezentáló gráf párosításai. n változó esetén az n/2 fokszámú multilineáris osztók 
a teljes párosításoknak felelnek meg. 

Másik motivációt jelentettek a négyszín-sejtéssel kapcsolatos kutatások. Elég 
könnyen megmutatható, hogy a négyszín-sejtés ekvivalens a következő állítással: 
egy 3-reguláris, kétszeresen összefüggő síkgráf élhalmazát fel lehet bontani három 
diszjunkt teljes párosítás uniójára. Tait adott erre egy hibás bizonyítást (így azt 
hitte, hogy bebizonyította a négyszín-sejtést). Ő a fenti, párosításokat használó 
állítást vélte bebizonyítani tetszőleges gráfra (a síkgráf feltételt nem használta). 
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Petetsen később ellenpéldát adott a síkgráf feltevése nélküli változatra, és ebben az 
esetben azt látta be, hogy egy teljes párosítás biztosan található minden kétszeresen 
összefüggő, 3-reguláris gráfban. 

Egy másik párosítási feladatra vezető kérdést F. G. Frobenius vetett fel. Adott 
egy n xn-es mátrix, amelynek elemei különböző változók és 0-k. Mikor lesz a mátrix 
determinánsa az azonosan 0 polinom? Frobenius megadta a szükséges és elegendő 
feltételt. A determináns értéke akkor és csak akkor 0, ha van a mátrixban egy 
kx(n—k41)-es 0 almátrix. König Dénes magyar matematikus fogalmazta át a fela- 
datot a gráfelmélet nyelvére, és adott bizonyítást ennek a nyelvnek a használatával. 
Megjegyezzük, hogy Frobenius nem értékelte problémájának ezt a megközelítését. 
Kőnig Dénes volt az első, aki gráfelméletről szóló könyvet írt (1936). 


Feladatok 
3.1.3. 
a) Bizonyítsuk be, hogy v(G) — v(G?), ahol G" a G gráf egyszerüsítettje. 
b) Legyenek 0; (i — 1,...,k) a G gráf komponensei. Bizonyítsuk be, hogy 

v(G) — Fi1r(C1). 

Megjegyzés: A fenti feladat azt mutatja, hogy párosítások keresésénél többszörös 
és hurokélek nem segítenek. 

3.1.4. Egy matematikai lap n számú (n 2 2) feladatot közöl. Ugyancsak n számú 
olvasó mindegyike két feladat megoldását küldi be oly módon, hogy az n számú 
feladat mindegyikére két különböző megoldás (összesen tehát 2n megoldás) érkezik 
be. A szerkesztő minden beküldőnek egy megoldását (összesen tehát n megoldást) 
akar közölni lapjában. Lehetséges-e ez mindig? 

Bizonyítsuk be, hogy ha az n számú megoldást a feltételeknek megfelelően 
k-féleképpen lehet kiválasztani, akkor k — 27, ahol v egy pozitív egész számot 
jelent! 

(A fenti feladat Kőnig Dénes feladata, 1926-ban a Középiskolai Matematikai 
és Fizikai Lapokban jelent meg. Az egyik helyes megoldó Hajós György volt.) 
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Minél nagyobb párosítások keresése egy optimalizálási feladatot definiál. Egy 
ezzel rokon feladatot is definiálunk: 


3.2.1. Definíció. Egy § C V(G) halmazt lefogó halmaznak nevezünk, ha minden 
e € E(G) élnek legalább az egyik végpontja 5-ben van. Ekkor legyen 


rT(G) — min(lS] : S lefogó ponthalmaz). 
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Nyilvánvaló, hogy T(G) 2 v(G), hiszen egy párosítás minden élét le kell fogni 
egy ponttal, és ezek a pontok mind különbözők. Tetszőleges páratlan kör mutatja, 
hogy szigorú egyenlőtlenség fennállhat. A következő tétel azt állítja, hogy páros 
gráfok esetén ez nem történhet meg: 


3.2.2. Tétet. (Kőönig-tétel) Legyen G páros gráf. Ekkor 
1(G) — r(6). 


Bizonyítás. Legyen A, F a páros gráf két színosztálya. A elemeire gondolhatunk 
úgy, mint alsó, F elemeire mint felső pontokra. Vegyünk fel két új pontot: vA-t és 
vp-et. va-t helyezzük A , alá" , és kössük össze A összes pontjával, vp-et pedig he- 
lyezzük F , fölé", és kössük össze F összes pontjával. Legyen G" az így kapott gráf. 
Legyen G a G" gráfnak az az irányítása, amelyben minden él alulról felfelé van 
irányítva. Alkalmazzuk Menger tételének pontfüggetlen irányított utakról szóló 
változatát a G" gráfra és a va, vp pontokra. Egyszerű belátni, hogy a pontfügget- 
len TAUP utak maximális száma v(G), míg a va-t és vp-et elválasztó ponthalmaz 
minimális elemszáma r(G). u 


Ebből a tételből már könnyen adódnak a páros gráfokra vonatkozó alapvető 
párosítási tételek. Ezek előtt azonban szükségünk lesz egy definícióra. 


3.2.3. Definíció. Legyen G egy gráf, és X C V(G). Ekkor 
N(X) — (ye V(GY NX : létezik xy él valamely z € X-re) 


az X halmaz szomszédsága. 


3.2.4. Tétel.  (Kőnig—Hall-tétel) Egy (A, F) színosztályokkal rendelkező páros 
gráfban akkor és csak akkor van A-t lefogó párosítás, ha minden X C A-ra N(X) 
számossága legalább annyi, mint X pontjainak száma. 


Bizonyítás. A fenti feltétel nyilvánvalóan szükséges. 

Az elegendőséghez tegyük fel, hogy egy G páros gráfra a feltétel fennáll. 
Legyen T egy minimális elemszámú lefogó ponthalmaz. Legyen Ta — Tn A, 
ésTp — TNF. Mivel T lefogó ponthalmaz, N(AV TA) C Tr. A feltételből 
TFI2 INCANTOI 2 TANTAI — 141- IT4]. Azaz v(G) — T(G) — ITAlA4- TI 2 IA. 


u 
3.2.5, Következmény. Egy G páros gráfban akkor és csak akkor van teljes párosí- 
tás, ha két színosztálya ugyanakkora elemszámú, és egyik színosztályának (legyen ez 
A) tetszőleges X részhalmazára igaz, hogy szomszédságának legalább annyi pontja 
van, mint IXI. 
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Megjegyzés. A fenti két eredmény szükséges és elegendő feltételt ad A-t lefedő 
párosítás, illetve teljes párosítás létezésére. A szükséges feltétel azt jelenti, hogy 
hiánya esetén garantáltan nincs megfelelő párosítás a gráfban. Azt mondhatjuk, 
hogy a feltétel nem teljesülése , megakadályozza" a megfelelő párosítás létezését. 
Ez alapján egy G páros gráfban az alsó pontok egy X halmazát Kőnig- 
akadálynak nevezzük, ha X szomszédsága kisebb elemszámú, mint az X halmaz. 


Megjegyzés. A fenti tételek a következő módon értelmezhetők: Tegyük fel, hogy 
azt a feladatot kapjuk, keressük meg egy adott G gráfban a legnagyobb párosítás 
méretét, és hosszas okoskodás után eredményünk: v(G) — 132. Azaz 132 független 
él van a G gráfban, de 133 független él már nincs. 

Eredményünket ismertetni kell egy olyan bizottság előtt, amelynek nincs ideje 
hosszas számolásainkat ellenőrizni, de az eredmény helyességét látni szeretnék. Ar- 
ról, hogy van a gráfban 132 független él, könnyen meggyőzhetjük őket: megrau- 
tatunk 132 független élt. Annak demonstrálása, hogy 133 független él nincs a 
gráfban, már nehezebb. Kőnig tétele erre ad egy módszert. Azt állítja, hogy ha 
valóban nincs 133 független él a gráfban, akkor van 132 pont, amely az összes élt 
lefedi. Egy ilyen megmutatása a bizottság előtt mindenki számára nyilvánvalóvá 
teszi, hogy gráfunkban nem lehet 133 független él. Azt mondjuk, hogy a páros 
gráfok párosítási problémája jól karakterizált. 

Ismét hangsúlyozzuk, hogy a bizottságnak nincs ideje például arra, hogy az 
összes 133 elemű élhalmazról ellenőrizze, hogy egyik sem alkot egy párosítást. Azaz 
mindkét demonstrációs feladatról feltesszük, hogy , hatékonyan" megoldható. Meg- 
jegyezzük, hogy a jól karakterizálás semmit sem mond arról, hogy a demonstrá- 
cióhoz szükséges , bizonyítékokat" (v(G) független élt, illetve 7(G) lefogó pontot) 
hogyan találhatjuk meg. A fent bevezetett fogalmak (demonstráció, hatékonyság, 
jól karakterizáltság) matematikai pontossággal való tisztázása túlhalad jegyzetünk 
keretein. 

König és Hall tétele arra használható, hogy demonstráljuk egy páros gráfról, 
hogy nincs benne teljes párosítás: Vagy megmutatunk egy Kőnig-akadályt, vagy 
megmutatjuk, hogy az alsó és a felső pontok száma különböző ítriviális akadály). 
Menger tételei is értelmezhetők úgy, mint jól karakterizáltságot bizonyító tételek. 
A továbbiakban is gyakran fogunk ilyen tételekkel találkozni. 


Ha egy páros gráfban egy alsó X ponthalmaznak jóval kevesebb szomszédja 
van, mint X elemszáma, akkor nemcsak azt tudjuk, hogy a páros gráfban nincs 
teljes párosítás, hanem következtetni tudunk arra, hogy legalább hány alsó pont 
merad párosítatlanul. Ennek az ötletnek a továbbvitele vezet el a következő tétel- 
hez: 
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3.2.6. Következmény. Legyen G egy páros gráf (A, F) színosztályokkal. Ekkor 


v(G) —141— maxfixI— IN(OIH 
Bizonyítás. A bal oldal nyilvánvalóan kisebb a jobb oldalnál. 

A másik irányú egyenlőtlenséghez adjunk G-hez maxxcafixXI1— IN(XII; da- 
rab új felső pontot, és kössük őket össze az összes alsó ponttal. A kapott gráfra 
teljesül a König-Hall-kritérium, ezért van benne az alsó pontokat párosító párosítás. 
Ennek G-be eső része legalább IA] — maxxca(IXI— IV(XIII darab élt tartalmaz. 


Feladatok 


3.2.7. Legyen G egy páros gráf, amelyben a felső és az alsó pontok száma meg- 
egyezik. Kőnig-akadálynak neveztük az alsó pontok egy olyan halmazát, amely 
szomszédságának elemszáma kevesebb, mint a halmazé. Természetes, hogy ennek 
a fogalomnak megvan a felső pontokra vonatkozó megfelelője. Ezt nevezhetjük F- 
Kőnig-akadálynak (míg az eredeti fogalom lehet 4A-Kőnig-akadály). Tudjuk, hogy 
teljes párosítás akkor és csak akkor van G-ben, ha nincs A-Kőnig-akadály. Mivel 
a felső és az alsó pontok szerepe azonos, ezért ezzel az is ekvivalens, hogy nincs 
F-Kőnig-akadály. Kaptuk, hogy A-Kőnig-akadály és F-Kőnig-akadály létezése ek- 
vivalens egy olyan páros gráfban, ahol a felső pontok száma azonos az alsó pontok 
számával. 

Igazoljuk ezt az állítást a párosításokra vonatkozó tételeinkre való hivatkozás 
nélkül. 


3.2.8. Bizonyítsuk be a páros gráfokban teljes párosítás létezésére vonatkozó téte- 
lünket a pontszámra vonatkozó teljes indukcióval. 


3.3. Alkalmazások 


A következőkben a páros gráfokra vonatkozó párosítási tételek néhány követ- 
kezményét látjuk be. 


3.3.1. Defini Egy hurokél nélküli G gráf élszínezése alatt egy c: E(G) CN 
függvényt értünk. (A színeket N elemeivel azonosítjuk.) Egy színezést jónak 
nevezünk, ha szomszédos élek különböző színt kapnak. A jó színezéshez szükséges 
színek minimális számát a G gráf élkromatikus számának nevezzük, és xe(G)-vel 
jelöljük. 
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Megjegyzés. Emlékeztetőül megemlítjük, hogy egy él akkor és csak akkor szom- 
szédos önmagával, ha hurokél. Így a hurokélek kizárása természetes feltétel élszí- 
nezések vizsgálatánál. Különböző élek akkor és csak akkor szomszédosak, ha van 
közös végpontjuk. Tehát egy élszínezés akkor és csak akkor jó, ha közös csúcsra 
illeszkedő élek különböző színt kapnak. 

A jó élszínezéssel kapcsolatos problémákat átfogalmazhatjuk, ha észrevesszük, 
hogy egy adott színű élek párosítást alkotnak. Így xe(G) meghatározása ekvivalens 
azzal a feladattal, hogy G élhalmazát bontsuk fel minél kevesebb párosítás diszjunkt 
uniójára. 

Nyilvánvaló, hogy egy csúcs fokszáma alsó becslés az élkromatikus számra. 
Ez a gondolat akkor a , legeredményesebb" , ha a maximális fokszámú csúcsra al- 
kalmazzuk. 


3.3.2. Definíció. Egy G gráf esetén D(G) a maximális fokszám G-ben. 
3.3.3. Tétel. Legyen G egy páros, d-reguláris gráf. Ekkor 


xe(G) — D(G) — a. 


Bizonyítás. Igazoljuk, hogy G-ben létezik teljes párosítás. Ennek ismeretében 
könnyen befejezhető a, bizonyítás: A teljes párosítás éleit hagyjuk el a G gráfból. 
Ekkor egy (d—1)-reguláris gráfot kapunk. Ebben is léteznie kell teljes párosításnak. 
Az eljárást ismételve G élhalmazát felbontjuk d darab teljes párosítás uniójára, ami 
az állítással ekvivalens. 

A teljes párosítás létezéséhez csak azt kell igazolni, hogy a páros gráf két 
színosztálya ugyanannyi csúcsot tartalmaz és nincs benne Kőnig-akadály. Legyen 
a gráf két színosztálya A és F. A d-regularitás miatt az élek száma egyrészt JAJ - d, 
másrészt [FI - d, ezért JAJ — IFI. Legyen most X C A. Ekkor az X-ből kiinduló 
élek száma a d-regularitás miatt d - IXI. Az N(X) halmazból kiinduló élek száma 
legalább ennyi. Tehát IN(XII-d 2 IXI- d, azaz IN(XII 2 IXI. Ezzel a tételt 
igazoltuk. a 


3.3.4. Következmény. Legyen G páros gráf. Ekkor xe(G) - D(G). 


Bizonyítás. Vegyük észre, hogy tetszőleges G páros gráf részgráfja egy D(G)- 
reguláris R páros gráfnak. Az előző tétel szerint R éleit D(G) színnel jól kiszínez- 
hetjük. Ennek a színezésnek G éleire való megszorítása bizonyítja a x.(G) £ D(G) 
egyenlőtlenséget és így az állítást. u 


k xk kk 
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3.3.5. Definíció. Legyen H — (Hi, . . . , H,) egy halmazrendszer. H transzverzálisa 
egy t: H — 07. 1 H; kölcsönösen egyértelmű leképezés, amelyre t( H;) c H, minden 
12ig s esetén, 





Transzverzális keresését megfogalmazhatjuk a következő módon is: A halma- 
zokra gondolhatunk úgy, mint emberek alkotta klubokra (egy ember több klub 
tagja is lehet). Ha minden klub ki akar jelölni egy titkárt úgy, hogy egy ember 
ne lehessen több klubban is títkár, akkor ez éppen a transzverzális keresésének 
problémája. 

3.3.6. Tétel. (Hali tétele) Legyen H — (Hi,..., Ha) egy halmazrendszer. H- 
nak akkor és csak akkor van transzverzálisa, ha minden H" C H esetén IMI £ 
SI Uren HI. 
Bizonyítás. Ha klubjaink között van k darab úgy, hogy ezekbe összesen k-nál ke- 
vesebben járnak, akkor a titkárválasztás nyilván lehetetlen. Ez mutatja a feltétel 
szükségességét. 

Az elégségességhez definiálunk egy páros gráfot. A páros gráf egyik színosztá- 
lya a halmazainkat (Hi, H2, . . .), a másik színosztály a halmazaink univerzumának 
elemeit reprezentálják (hi, ha,...). A gráf egyszerű gráf lesz. h,H; akkor és csak 
akkor lesz él, ha h; c H;. Egy transzverzális H-ban éppen egy, a halmazokat lefogó 
párosítás ebben a páros gráfban. Ezek után az elégségesség egyszerűen adódik a 
Kőnig—Hall-tételből. nm 


3.4. Javító utak 


Ebben a fejezetben a legnagyobb elemszámú párosítást megkereső algoritmu- 
sokhoz szükséges alapfogalommal ismerkedünk meg. 


3.4.1. Definíció. Legyen G egy gráf, M egy párosítás G-ben, továbbá legyen 
P : V0,€1, VI... ek, Vx egy út G-ben. A P utat javító útnak nevezzük (az M 
párosításra nézve), ha vo-ra és vx-ra nem támaszkodik M-beli él, k páratlan, és 
£2,€4).-.,€k-i € M (így természetesen ej, ez, . . . , ex d M). 

Megjegyzés. A javító utat a folyamok elméletének vizsgálatánál már bevezettük. 
A mostani definíció egy más fogalomhoz vezet, így az azonos elnevezés zavaró lehet. 
Ennek ellenére ez nem okoz gondot, hiszen a szövegkörnyezetből mindig nyilván- 
való, hogy egy hálózatban egy folyamra nézve, vagy egy gráfban egy párosításra 
nézve vett javító útról van szó. 


A javító út elnevezést a következő lemma indokolja: 
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3.4.2. Lemma. Legyen G egy gráf, és benne M egy párosítás. Ha P javító út 
M-re nézve, akkor M nem mazimátis elemszámú párosítás. 


Bizonyítás. Egyszerűen ellenőrizhető, hogy M" — (M N E(P)) JU (E(P) NM) z 
- MAE(P) egy párosítás, és [MT — [A -- 1. 


Megjegyzés. A fenti lemma bizonyításából nemcsak az derül ki, hogy az M párosí- 
tás nem optimális, hanem a javító út ismeretében egy (nagyon egyszerű) eljárással 
megkonstruálható egy M" nagyobb párosítás. 

Ha valaki egy adott M párosítás esetén nagyobb elemszámú párosítást keres, 
akkor a legegyszerűbb mód: nézzük végig az éleket, és ha valamelyikkel bővíthető 
párosításunk, akkor azt az élt adjuk M-hez. Könnyű igazolni, hogy ez a bővítési 
lépés nem elegendő, adható olyan gráf és benne egy M párosítás, hogy M nem 
maximális elemszámú, de a fenti egyszerű bővítési eljárással nem nagyobbítható. 

A fenti lemma is egy módszert ad arra, hogyan lehet növelni egy adott pá- 
rosítást. Ez a javító utakat használó eljárás a triviális bővítés egy általánosítása: 
Ha egy e éllel az M párosítás bővíthető, akkor az e él egy 1 hosszú javító út az M 
Párosításra, és a fenti lemma alapján az MM?" javított párosítást úgy kapjuk meg, 
hogy M-hez hozzávesszük e-t. Ismét felmerül a kérdés: Elképzelhető-e az, hogy 
ez az általánosított eljárás nem alkalmazható? Azaz van-e olyan G gráf és benne 
egy nem optimális M párosítás úgy, hogy ne legyen M-re vonatkozó javító út? A 
következő lemma azt mondja ki, hogy ez nem lehetséges. 


3.4.3. Lemma. (C. Berge) Legyen G egy gróf, és M egy nem optimális párosítás. 
Ekkor létezik M-re vonatkozó P javító út. 


Bizonyítás. Legyen M" egy M-néi nagyobb párosítás. Nézzük az MAM" élhal- 
mazt (azaz azokat az éleket, amelyek M vagy M" elemei, de nem közös éle a két 
párosításnak). Tekintsük az ezen élek által feszített részgráfot (azokat a pontokat, 
amelyekre illeszkedik MAM"-beli él, és az MAM" éleket). Ebben a gráfban min- 
den pont foka 1 vagy 2 (attól függően, hogy M-beli és M"-beli él is támaszkodik rá 
vagy nem). Ennek megfelelően a gráf komponensei utak és körök. A párosítások 
definíciójából rögtön adódik, hogy az M-beli és az M"-beli élek alternálnak az egyes 
komponensekben (a körökön és az utakon az élek egy sorozatot alkotnak, amelyek 
felváltva M-beli és M"-beli élek). Ebből következik, hogy a körök páros hosszúak, 
és ugyanannyi M-beli élt tartalmaznak, mint M-belit. Mivel IM" 5 IMI, ezért 
kell olyan komponensnek is lenni, amely egy út. Sőt, olyan P út is van, amelyben 
több M--beli él található. Ez csak úgy lehetséges, ha az út két szélső éle M"-beli. 
Ekkor viszont P javító út M-re vonatkozólag. n 
Megjegyzés. Az előző két lemmából egy maximális párosítást kereső eljárás olvas- 
ható ki. 
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3.4.4. Algoritmus. (Maximális elemszámú párosítás keresése javító utak segítsé- 
gével) 
Input: Egy G gráf. 
Kiinduló lépés: Induljunk ki egy M párosításból (M lehet üres, lehet egy tetszőleges 
él, vagy lehet egy valamilyen módon ismert párosítás). 
Általános lépés: Keressünk M-re vonatkozó javító utat. 

s Ha találunk, akkor M-et nagyobbítsuk meg (lásd a 3.4.2. lemmát), és térjünk 

vissza az általános lépésre (a már módosított párosítással). 
s Ha nem találunk javító utat, akkor az aktuális párosításunk optimális. 


A fent ismertetett algoritmus tetszőleges gráfokra működik. Az egyetlen prob- 
léma, hogy a javító utak keresését hogyan valósítjuk meg. Páros gráfok esetén ez 
a keresés egyszerűbb. A következő alfejezetben egy lehetséges megoldást ismerte- 
tünk. Általános gráfok esetén is megoldjuk a problémát, de arra csak késöbb kerül 
SOT. 


Feladatok 


3.4.5. Egy G gráf élei rendezzük sorba, majd a sorrend szerint növeljük az M :— 0 
párosítást: minden aktuális e él esetén vizsgáljuk meg, hogy M U (e; párosítás- 
e; ha igen, akkor M-t növeljük e-vel; ha nem, akkor M-et hagyjuk változatlan. 
Eljárásunk (mohó párosítási algoritmus) outputja az utolsó él megvizsgálása után 
kialakult M párosítás. Bizonyítsuk be, hogy az output mérete legalább v(G)/2. 
Adjunk példát arra, hogy az output mérete elérheti a ráadott alsó becslésünket. 


3.5. Magyar módszer 


A most ismertetendő eljárást König Dénes és Egerváry Jenő magyar matema- 
tikusok fejlesztették ki. A nemzetközi irodalomban mint magyar módszer terjedt 
el. 

A következőkben néhány jelölést vezetünk be, amelyeket az egész fejezetben 
használunk. Legyen G egy páros gráf, és benne egy M párosítás. A és F a páros 
gráf két színosztálya. Legyen Ap és F, a párosított A-beli, illetve F-beli pontok 
halmaza. Legyen An — A) 4,, és F) — FN Fp, azaz An, illetve F;, jelöli az A, 
illetve F-beli nem párosított pontok halmazát. 

Az algoritmus leírása előtt néhány megjegyzést teszünk. 

Az algoritmus olyan utakat talál, amelyek , úgy néznek ki, mint egy javító út 
kezdete" , majd ezeket bővíteni fogja. 
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3.5.1. Definíció. Legyen G egy gráf, és benne M egy párosítás. P: vo, e€1, VI, €2, 
2, . .., €k, Vk egy út G-ben. P egy javítóút-kezdemény, ha ez), ea, . . . , 22.(kzag € M, 
és vo-ra nem illeszkedik párosított (azaz M-beli) él. 


A keresés fázisokra lesz osztva. Az i-edik fázisban ií hosszú javítóút- 
kezdeményeket találunk, míg az í -- 1-edik fázisban ezeket próbáljuk , folytatni" 
i4 1 hosszú javítóút-kezdeményekké. Egy meglévő javítóút-kezdemény folytatása 
nagyban függ attól, hogy hossza páros vagy páratlan. Ennek megfelelően a páros, 
illetve a páratlan indexű fázisok lényegesen különbözők lesznek. 

Páros gráf esetén egy javító út két végpontja An-be és F,-be esik, így a 
keresést kezdhetjük az An-beli pontokból. 

Az egyes fázisokban elért csúcsokra egy , emlékeztetőt" (címkét) helyezünk, 
amely megmutatja, melyik fázisban értük el a pontot. Tehát egy csúcs í címkével 
való ellátása azt jelenti, hogy találtunk egy 4s-ben kezdődő és ebbe a pontba 
vezető i hosszú utat, amely egy javítóút-kezdemény. C, lesz az í-edik fázisban 
megcímkézett (i címkéjű) pontok halmaza. C — CaUC1UC2U.. ., azaz a címkézett 
csúcsok halmaza. 


3.5.2. Atgoritmus. (Javító út keresése páros gráfokban) 

Input: Egy G páros gráf és egy M párosítás. [Legyenek Ap, An, F, és F,, a fent 
definiált ponthalmazok.)] 

0. fázis" Az An-beli pontokat címkézzük meg 0-val: Cg — An. A nulladik fázist 
ezzel befejeztük, és áttérünk az első fázisra. 

1. fázis: A 0 hosszú javítóút-kezdeményeknek egy párosítatlan éllel kell folytatód- 
niuk. Ilyen módon a 0 címkéjű pontok összes szomszédját el tudjuk érni egy 1 
hosszú javító úttal. Legyen C1 — N(Co). 

e Ha C; üres, akkor a keresés sikertelenül leáll. (Ez az eset különben azt jelen- 
tené, hogy An összes eleme izolált csúcs, és ekkor M nyilván optimális, azaz 
nincs javító út.) 

e Ha Cin F, ; (, akkor találtunk egy élt két párosítatlan csúcs között, ami 
egy 1 hosszú javító útnak felel meg. A keresés leáll, javító utat találtunk. 

a Hag-Oc Fp, akkor a második fázisba, kerülünk. Tehát ha a második fá- 
zisba kerülünk, akkor az 1 címkét kapott pontok feltétlenül párosított pontok 
lesznek: 01 C F,. 

2. fázis: A megtalált 1 hosszú javítóút-kezdemények folytatásának egy párosított 
élnek kell lennie. Ebbe a fázisba akkor kerülünk, amikor Ci C F,, így minden 1 
címkéjű pontból egyértelműen tudjuk folytatni a javítóút-kezdeményeket. Az így 
elért pontok kapják a 2 címkéket: C2 — Nw(C1), ahol Nay az M-beli élek mentén 
való szomszédok halmazát adja meg. C2 C A,. 

Ezek után szinte kitalálható az általános fázis leírása. 
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21— 1. fázis: Legyen Cxi-i — N(C2-2) VUJÉTO;. Az egyetlen különbség az 
1. fázishoz képest a már címkét kapott csúcsok kivonása. Ez azt jelenti, hogy 
címkéket nem írunk át. (Az 1. fázistól való különbség látszólagos, az első fázis 
előtt felső csúcsok nem kaptak címkét, így akkor az újracímkézés veszélye fel sem 
merült.) 

s Ha C2;.1 — Ő, akkor a keresés sikertelenül leáll. 

s HaCx.1n F, / 0, azaz egy felső párosítatlan címkézett csúcsot megcím- 
kéztünk, akkor a csúcsból visszafelé elindulva, mindig kisebb címkéjű csúcsot 
választva egy javító utat találunk. A keresés sikeresen leáll. 

a Haf£ Ca. 1 C F,, akkor a 2i-edik fázissal folytatjuk eljárásunkat. 

(A három eset kimeríti az összes lehetőséget, mert könnyen kiszámolható, hogy az 
összes páratlan címkét kapó pont felső pont lesz.) 

2i. fázis: Ce; — Nm(Co-1). Ebbe a fázisba csak akkor kerülünk, amikor 
B 7 Coi-1i € F, teljesül. Így minden, 2i — 1 címkét kapott pontnak pontosan egy 
Párosításbeli szomszédja lesz, amelyek a 27 címkét kapják. Ezért IC2]) — I1Cn- 1], és 
Co G Ap. Újracímkézéstől nem kell félni, mert az eddigiekben egy párosításbeli él 
A-beli csúcsa csak azután kaphatott címkét, miután az él F-beli végpontját meg- 
címkéztük. Így Na (C2:—1) automatikusan címkézetlen lesz. Új címkét biztosan 
osztunk, és javító utat nem találhatunk, mert az nem fejeződhet be párosított éllel. 
Így mindenképpen a 2i -- 1-edik fázissal folytatjuk a keresést. 


Az algoritmusban leírt megjegyzések érthetővé teszik a lépéseket. Könnyen 
látható, hogy ha a keresés sikeres, akkor valóban találtunk egy javító utat. A 
következő lemma azt mutatja meg, hogy ha a fent leírt keresés sikertelen, akkor 
valóban nincs M-re vonatkozó javító út G-ben. 


3.5.3. Lemma. — Legyen G egy páros gráf, és M egy párosítás G-ben. Futtas- 
suk a fent ismertetett, javító utat kereső algoritmust. Tegyük fel, hogy a keresés 
sikertelen. Ekkor M egy optimális párosítás. 


Megjegyzés. A lemma. állítása nem triviális, hiszen címkéket nem írunk át, emiatt 
keresésünk nemn teljes. Ha például van javító út a gráfban, akkor nem találjuk meg 
az összest. Lehetnek olyan javító utak, amelyek kezdetét megtaláljuk, de a keresés 
nem fejezi be az utat, mivel a folytatásban előforduló következő pont már meg van 
címkézve. 

Bizonyítás, Emlékeztetünk arra, hogy C volt a címkézett pontok halmaza. Siker- 
telen keresés esetén CN F, — (. Tegyük fel, hogy mégis létezik P javító út. A 
P javító úton induljunk el az F..-beli (és így címkézetlen) végétől, és haladjunk el 
addig, amíg éppen belépünk a címkézett pontok halmazába. Ennek be kell követ- 
kezni, mert a javító út szükségképpen An-ben ér véget, és An C C. Legyen xy az 
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az él, amely ezt a lépést megteszi, azaz 3 £ C, de y e C. 

A 3.5.4. ábrán az eddig bevezetett jelöléseket ábrázoljuk. A €-n (címké- 
zett pontok halmazán) belüli feltüntetett élek a keresés alatt megtalált javítóút- 
kezdemények élei. Ezen élek ábrázolása a páros gráfok ábrázolásától eltérően törté- 
nik. Az alsó és a felső csúcsok nincsenek megkülönböztetve a lerajzolásban elfoglalt 
helyzetük szerint. A pontok geometriai elhelyezése a keresést követi. 


F 





3.5.4. ábra 


Legyen Pp az F.-ből y-ba vezető szelete P-nek. Ez egy javítóút-kezdemény. Az zy 
él nem párosításbeli él, hiszen címkézésünk olyan volt, hogy egy párosított pontpár- 
ból vagy mindkettő, vagy egyik sem kapott címkét. Ebből ki tudjuk következtetni, 
hogy y távolsága F.-től a Po úton számolva páratlan, azaz y alsó pont. Ez azt 
jelenti, hogy amikor y címkét kapott, akkor volt egy következő fázis, amelyben 
eljárásunk definíciója szerint x is címkét kapott volna. Az ellentmondás az állítást 
igazolja. u 


Megjegyzés. A fenti bizonyítás mutatja, hogy az input gráf párossága jelentős 
szerepet kap. Valóban, az általános gráfok esete jóval bonyolultabb. A javító 
utakra vonatkozó tétel 1957 óta ismert. Majdnem tíz évig tartott, míg általános 
gráfok esetén egy hatékony keresési algoritmust találtak. A magyar módszer az 
általános gráfelméleti vizsgálatok előtt, az 1930-as években már ismert volt. 


3.5.5. Algoritmus. (Magyar módszer) 
Input: G páros gráf. 
Kiinduló lépés: Induljunk ki egy M párosításból (M lehet üres, lehet egy tetszőleges 
él, vagy lehet egy valamilyen módon ismert párosítás). 
Általános lépés: Futtassuk a 3.5.2. algoritmust a G gráffal és az M párosítással. 
s Ha a keresés sikeres, akkor M-et nagyobbítsuk meg (lásd a 3.4.2. lemmát), és 
térjünk vissza az általános lépésre (a már módosított párosítással). 
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s Ha a keresés sikertelen, akkor az algoritmus leáll, és outputja az aktuális 
párosítás. 


Megjegyzés. Felmerül, hogy a fent ismertetett eljárásért miért , dolgoztunk 
ennyit". Ugyanígy megtaláltuk volna az optimumot, ha az alsó és a felső pontok 
összes lehetséges párbaállításain végigmegyünk, és mindegyik esetén megnézzük, 
hogy az input G gráf hány párt valósít meg. Az így kapott számok közül a maxi- 
málist mindig fejben tartva az összes eset végignézése után az optimális párosítást 
ismerni fogjuk. A fenti teljes keresés viszonylag kis gráf esetén is nagyon hosszú 
lesz (még a leggyorsabb számítógépek segítségével is). Ha [A] — IFI — n, akkor n! 
esetet kell végignéznünk. Ez még kis n (például n — 10) esetén is reménytelen. A 
magyar módszerhez szükséges lépésszámot könnyen megbecsülhetjük. Az aktuális 
Párosítást rendre javítjuk. Minden javítással nő a párosítás elemszáma. Így leg- 
feljebb miní(j Al, IFI) c IV(GII — v sok javítás lehetséges. Egy javításon belül egy 
keresést folytatunk. A keresés fázisokból áll. Egy fázisban az előző fázisban meg- 
címkézett pontok szomszédait keressük meg. Az ehhez szükséges idő arányos az 
ezekből kifutó élek számával. Minden élt legfeljebb kétszer vizsgálunk meg (abban 
a két fázisban, amelyek előtti fázisokban kap címkét a két végpont). Ez alapján a 
keresés lépésszáma IE(G)] — e-vel arányos. Így az összlépésszám nagyságrendje ev. 
Ezért a keresés viszonylag nagy gráfok esetén is elvégezhető (még kézi számolással 
is). 
7 kk 5.3 

A következő általános problémát is kitűzhetjük. Legyen G egy gráf, és 
c: E(G) o R! egy függvény (súlyfüggvény). Egy M C E(G) élhalmazon is de- 
finiálhatjuk a c súlyfüggvényt: c(M) — Dem c(e). Legyen 


V-(G) — maxfc(M) : M C E(G) párosítás G-ben). 


Az eredeti párosítási feladat megfelel a c — 1 esetnek. Ezt az optimalizálási felada- 
tot súlyozott párosítási problémának nevezzük. Ennek megoldására is kiterjeszthető 
a magyar módszer. (Ezt a változatot nem ismertetjük.) 
k kk k 

Az eddigiekben ismertettük a páros gráfok párosításaira vonatkozó tételeket, 
és ezeket bebizonyítottuk gráfelméleti módszerekkel. Majd algoritmikus kérdéseket 
vizsgáltunk az előző tételektől függetlenül. A kétféle tárgyalás között kapcsolat 
van. Az algoritmikus eredményeinkből könnyen kiolvashatók a fent már tárgyalt 
gráfelméleti tételek. 


3.5.6. Lemma. Legyen G egy páros gráf. Futtassuk a magyar módszert erre a 
gráfra. Vizsgáljuk meg az algoritmus leállásánál előálló helyzetet. Legyen M az 
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aktuális (optimális) párosítás, Ap, An; Fp. Fa. és C a szokásos halmazok. Legyen Ac 
és F. az A-beli, illetve F-beli, címkét kapott pontok halmaza, és AZ az alsó pozítív 
címkét kapott pontok halmaza. (C — AUF, — (COOATJUF, — (An AP )UF-.) 
Ekkor 

(1) FLUJ(AV A) az összes élt lefogja, 

(ii) f4cl — IN(AgI — lán] 
Bizonyítás. Az algoritmus egy sikertelen kereséssel ért véget. A keresés sikerte- 
lensége abból eredt, hogy az utolsó fázisban már nem címkéztünk meg új pontot. 
Ebből következik, hogy A. — At U An - AN C-beli (azaz az alsó címkézett) 
pontoknak nem lehet F.-n (azaz felső címkézetteken) kívüli szomszédjuk. Ebből 
N(A.) — F, adódik (Fa C N(AT) nyilvánvaló). Tehát F2U(AN 4e) az összes élt 
lefogja. 

Tudjuk, hogy A? — C2UC4U..., és Fe — C100C3U. . . Mivel ICoil — ICer-1b, 

ezért JAT] — IF] (mi több, M egy bijekciót definiál AZ és F, között). Ebből 


141 —IN(AJ 7 (Ag An] — IFel — !Án] adódik. ; ű 
3.5.7. Következmény. (König-tétel) Legyen G páros gráf. Ekkor 
1v(G) — T(G). 


Bizonyítás. v(G) £ T(G) nyilvánvaló. A fordított irányú egyenlőtlenséghez fut- 
tassuk le G-n a magyar módszert. Felhasználva az előző lemmma jelöléseit: 
T(G) S MAVAJU FI - TAVA] Fe — 141 — 1491 4481 — [Ap] 
5 MI £ v(G). 
nu 

3.5.§. Következmény. Egy A és F színosztályokkai rendelkező páros gráfdan akkor 
és csak akkor van A-t lefedő párosítás, ha minden X € A-ra N(X) számossága 
legalább annyi, mint X pontjainak száma. 
Bizonyítás. Ha van A-t lefogó párosítás G-ben, akkor a fenti feltétel teljesül. Az 
állítás hiányzó részéhez tegyük fel, hogy tetszőleges A-beli halmaz szomszédsága 
legalább olyan elemszámú, mint a kiinduló halmaz. Ekkor futtassuk a magyar 
módszert. Az előző lemma jelölésével és állításával 

lán] — Acel — IN (A). 


Feltevésünkből következik, hogy l4An! c 0, azaz JAn] — 0. Ez azt jelenti, hogy a 
magyar módszer által adott párosítás az összes A-beli pontot lefedi. "n 
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3.6. Páros gráfok párosításainak lineáris programozási értelmezése 


Egy G gráfban az élek egy F C E(G) élhalmazát felfoghatjuk úgy, hogy 
minden élre ráírunk egy számot: ha f € F, akkor az f-re írt szám 1, különben 0. 
Az élekre írt számok vektorba rendezhetők (az élek egy sorrendjének rögzítésével). 
A kapott vektort az F élhalmaz karakterisztikus vektorának hívjuk, és xp € R"-mel 
jelöljük, ahol m — JE(G)I. Azt is mondhatjuk, hogy xy € RFO, 

Ezek után az eddigi , gráfelméleti nyelvről? áttérhetünk egy ,vektortéri 
nyelvre". Legyen 1 az azonosan 1 vektor (az összes élre egyest írunk). Ekkor 
151 1-xs. v(G) meghatározásánál ezt szeretnénk maximalizálni, miközben § az 
összes párosításon fut végig. A most leírt halmaz (egy adott gráf éleinek azon rész- 
halmazai, amelyek párosítások) egy véges halmaz. Az optimalizálandó függvény 
egy lineáris függvény. Áz optimum értéke nem változik, ha a véges halmazt helyet- 
tesítjük a konvex burkával. Eddigi megjegyzéseinket a következő formula foglalja 
össze: 

v(G) — max(1 :z:xe€ MP(G)), 


ahol 
MPI(G) — conv(xs : S C E(G), 5 párosítás). 


MP(G) egy poliéder (véges sok pont konvex burka). Geometriából ismert, hogy 
egy ilyen ponthalmaz úgy is leírható, mint véges sok féltér metszete. Ez a lineáris 
algebra nyelvezetével véges sok lineáris egyenlőtlenség megadását jelenti. Ezek után 
nem nehéz felismerni, hogy v(G) meghatározása egy speciális lineáris programozási 
feladat. 

Ahhoz azonban, hogy a szimplex módszert alkalmazzuk, meg kell találnunk az 
MP(G) politóp leírását lineáris egyenlőtlenségekkel. Néhány lineáris egyenlőtlen- 
ség nyilvánvaló. Mielőtt ezeket felírjuk, érdemes újból megfogalmaznunk a kérdést. 
Egy gráf éleire 0-kat és 1-eseket írunk úgy, hogy az 1-est kapott élek függetlenek 
legyenek (az e élre írt szám T.). Az így kapott z, számokra érvényes lineáris egyen- 
lőtlenségeket keressük. Nyilván minden e él esetén 0 £ x, € 1. Minden v csúcs 
esetén a v-be futó élekre írt számok összege legfeljebb 1, azaz 27. .reTe S 1. Az 
eddigi megjegyzéseinket a következő tartalmazás fejezi ki: 


MP(G) c MP(G) — íze RFO : 0 £ me, és DzesIk 


e:vle 


(Az re £ 1 feltételeket elhagytuk, hiszen minden ze változó szerepel egy összegben, 


ami a változók pozitív értéke miatt garantálja az ze S 1 egyenlőtlenséget.) Álta- 


lában nincs egyenlőség, ezt mutatja Cor41 példája, ahol a minden élre 4 írásával 
kapott vektor M P(G)-nek pontja, de M P(G)-ben nincs benne. (MP(G) pontjaira 
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a komponensek összege nem haladhatja meg v(G)-t.) Bizonyos esetekben azonban 
az eddig felsorolt egyenlőtlenségek elegendők M P(G) leírására. 


3.6.1. Tétel. Ha G páros, akkor MP(G) — MP(G). 


Bizonyítás. Csak az MP(G) C MP(G) tartalmazást kell bizonyítanunk, 

Ha az MP(G)- t definiáló egyenlőtlenségekhez hozzávesszük azt is, hogy Te 
egész minden e él esetén, akkor az így kapott halmaz a párosítások karakterisztikus 
vektorainak halmaza. Így elegendő belátni, hogy MP P(G) csúcsai egész vektorok. 

M MP(G) teljes dimenziós, így egy csúcsát megkapjuk, ha a definiáló egyenlőt- 
lenségek közül kiveszünk e — IE(G)I sok független egyenlőtlenséget, és ezekben az 
egyenlőtlenségjel egyenlőségjellé változtatásával kapott egyenletekből álló egyen- 
letrendszer (egyértelmű) megoldását vesszük. Ez nyilván egész értékű megoldás 
lesz, ha az egyenletrendszer determinánsa t1. Az M MP(Gy- -t leíró egyenlőtlensé- 
gek mátrixának , lényeges része? a G gráf pont-él incidenciamátrixa. A következő 
lemma alapján a bizonyítás könnyen befejezhető. " 


3.6.2. Lemma. Legyen M egy páros gráf pont-él incidenciamátriza. Ekkor M 
minden négyzetes almátrizának determinánsa 0, 1 vagy —L. 


Bizonyítás. A bizonyítás elején megjegyezzük, hogy M sorait két csoportba oszt- 
hatjuk aszerint, hogy a megfelelő csúcs a páros gráf melyik színosztályába esik. 
M minden oszlopa két 1-est tartalmaz. Ennek a két 1-esnek a. sorai különböző 
csoportokba esnek. 

A mátrix méretére vonatkozó indukciót végzünk. Az indukció kezdőlépése 
nyilvánvaló. Legyen R egy tetszőleges négyzetes almátrix. Három esetet különböz- 
tettünk meg. 

1. eset: R-nek van azonosan 0 oszlopa. Ekkor det(R) — 0. 

2. eset: R-nek van olyan oszlopa, amely pontosan egy darab 1-est tartalmaz. 
Ekkor eszerint az oszlop szerint kifejtve R determinánsát az indukciós feltevés 
alapján adódik az állítás. 

3. eset: R minden oszlopában két darab 1-es szerepel. Ekkor osszuk R sorait 
két részre aszerint, hogy melyik csoportba tartoznak. Mindegyik résznél a 
sorokat összeadva ugyanazt a vektort, az azonosan 1 vektort kapjuk. Ez egy 
nemtriviális összefüggés R sorai között, ezért det(R) — 0. u 


Megjegyzés. 1) Egyszerű belátni, hogy a tétel állításának megfordítása is igaz. 
Azaz ha G nem páros gráf, akkor MP(G) A MP(G). Később látjuk (6.2.1 lernma), 
hogy ha G nem páros, akkor tartalmaz páratlan hosszú kört. Legyen C egy ilyen 
kör. C éleire írjunk 2-et, míg a. többi élre írt szám legyen 0. Az így kapott vektor 
MP(G)-ben lesz, míg MP(G)-nek nem eleme (MP(G) minden vektorára igaz, 
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hogy ba G éleinek egy részhalmazát vesszük, akkor a kiválasztott élek értékeinek 
összege nem nagyobb a kiválasztott élek által meghatározott részgráf maximális 
elemszámú párosításának méreténél.) 

2) A lemma azt mondta ki, hogy páros gráfok pont-él incidenciamátrixa to- 
tálisan unimoduláris. Ez a tulajdonság is jellemzi a páros gráfokat. 


Ezek után páros gráfoknál v(G) kiszámolására egyszerű egy újabb algoritmust 
adnunk. Módszerünk kiterjeszthető tetszőleges gráfok esetére. Erre a kiterjesztésre 
nem térünk ki. 


3.6.3. Algoritmus. 
Input: G páros gráf. 
1. lépés: Írjuk fel a 


maxf(1 : 7: z € RE) vv e V(G)-re ze 1) — max(1- z : ze MP(G 
20 


e:vle 


lineáris programozási feladatot. 

2. lépés: Oldjuk meg ezt a szimplex módszer segítségével. A kapott optimális 
megoldás automatikusan 0-1 vektor lesz, egy maximális elemszámú párosítás ka- 
rakterisztikus vektora. 


Megjegyzés. 1) A fenti algoritmus a súlyozott párosítás esetére is alkalmazható. 
Ehhez csak a megfelelő lineáris programozási feladat célfüggvénye változik. 

2) A fenti algoritmus várhatóan lassúbb lesz, mint a magyar módszer, hiszen 
egy nagyon általános feladatot (lineáris programozást) megoldó eljárást alkalmaz, 
míg a magyar módszert speciálisan a páros gráfok párosításának problémájára ter- 
vezték. 


Miután v(G)-t kifejeztük mint egy (L) lineáris programozási feladat megol- 
dását, természetes megvizsgálni, mihez jutunk, ha dualizáljuk az (L) feladatot. 
Az (L) feladat: 


max(1-z:z€ RID vve V(G)-re DD ze s1) 
() éivle 
— maxíl-r:z e R50 Mm -:K1) 


ahol M a G páros gráf pont-él illeszkedési mátrixa. 1 a csupa 1 komponenst tar- 
talmazó vektort jelenti. Á vektor méretét, illetve azt, hogy sor- vagy oszlopvektor, 
nem tüntetjük fel. Ezt az információt az olvasó kitalálhatja, és jelölésünk nem lesz 
túl zsúfolt. 
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A lineáris programozásban megtanult módon az (L) lineáris program minden 
feltételéhez bevezetünk egy ru változót (a feltételek és így a duális változók ís a csú- 
csokkal lesznek azonosítva). Mindegyik feltétel egy (nem szigorú) egyenlőtlenség, 
így a megfelelő változók nemnegatívak lesznek. Az eredeti változók nemnegatívak, 
így a duális változókra tett feltételek egyenlőtlenségek lesznek. A feltételekben 
szereplő együtthatók M-ből és a célfüggvény együtthatóiból kiolvashatók. Az új 
optimalizálási feladat egy minimalizálási kérdés lesz, amelyben az együtthatók az 
eredeti feltételek jobb oldalai által meghatározottak: 


(29) min(1-r: re RÍ MT .721). 


Az (L) feladathoz hasonlóan (L")-ról is kimutatható, hogy bázismegoldásai 
egészek. Azaz (L")-nak van egész optimuma. Egy nemnegatív egész vektor minden 
csúcshoz 0-t vagy egy pozitív egész számot rendel. Ahhoz, hogy ez megengedett 
megoldás legyen, az keli, hogy minden él esetén legalább az egyik végponthoz ren- 
delt szám pozitív (azaz legalább 1) legyen. Tehát a megengedett egész megoldások 
pontosan azok a vektorok, amelyek pozitív koordinátái egy lefogó ponthalmaznak 
felelnek meg. 

Legyen 

V(G) z minf1:m:z ERT MT.r21) 
"Tudjuk, hogy a primál és a duál feladat optimumna egyenlő, azaz v(G) — vt(6). 
Másrészt a fenti érvelés azt adja, hogy v"(G) — T(G). 


3.6.4. Következmény. (Kőnig Dénes tétele) Bármely G páros gráfra v(G) — 
2r(6). 


Így König tételének új bizonyításával azt kapjuk, hogy Kőnig tétele speciális 
esete a lineáris programozás dualitástételének. 


3.7. Véletlen számokat használó algoritmusok 


Páros gráfok párosításaira vonatkozó kérdések közül csak az egyik legegysze- 
rűbbet vizsgáljuk: Adott egy (A, F) színosztályú G páros gráf, amelyre JAJ — IFI. 
Döntsük el, hogy van-e teljes párosítás G-ben. 

Ezt a problémát már többféleképpen megoldottuk: kombinatorikusan, a ja- 
vító utak módszerével, illetve a lineáris programozás alkalmazásával. Most egy 
újabb (elsőre talán szokatlan) módszert alkalmazunk. Eddigi algoritmusaink az 
input G gráf elolvasása után egy jól meghatározott utat követve jutottak el az 
output kiszámításához. Idegen szóval azt mondjuk, hogy eddigi algoritmusaink 
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determinisztikusak voltak. A most ismertetendő algoritmus futása alatt véletlen 
számokat használ. Így a véletlen számoktól függően fog viselkedni. Csak az input 
G gráf ismeretében az algoritmus futása nem jósolható meg. Ha ismerjük az input 
G gráfot és a felhasznált véletlen számok p sorozatát, akkor már az eljárás lefolyása 
jól meghatározott. Adott input mellett az algoritmus futása (és így az outputja, 
futási ideje, és más paramétere is) egy valószínűségi változó lesz. Ebben az esetben 
azt mondjuk, hogy algorítmusunk egy véletlen számokat használó algoritmus vagy 
röviden véletlen algoritmus. 

Véletlen algoritmusokkal kapcsolatban sok alapkérdést kell tisztázni, mielőtt 
konkrét vizsgálatukhoz hozzáfogunk: 

1) Mit értünk azon, hogy egy véletlen algoritmus megold egy problémát? 

2) Mi lesz a bonyolultsága egy véletlen algoritmusnak? 

A kérdésekre több válasz is adható, és ennek megfelelően különböző számí- 
tási modellekhez jutunk. Jegyzetünknek nem célja, hogy ezeknél a kérdéseknél 
elidőzzünk. Célunk egy konkrét algoritmus ismertetése. 

A fenti kérdésekre tisztázhatjuk a válaszokat, így a konkrét eset jól érthető 
lesz, de elkerüljük az általános elmélet kidolgozásával járó bonyodalmakat. 

1) Algoritmusunk G inputja kétféle lehet: egy olyan páros gráf, amelyben 
nincs teljes párosítás és olyan, amelyben van. Ha G-ben nincs teljes párosítás, 
akkor algoritmusunk outputja (bármilyen véletlen számokat kapott is) helyes lesz. 
Ha G-ben van teljes párosítás, akkor algoritmusunk tévedhet. Áz algoritmusunk 
használhatóságát az biztosítja, hogy a tévedés valószínűsége kicsi lesz. Azt is mond- 
hatjuk, hogy bármi is az input, az algoritmus csak akkor téved, ha a véletlen számok 
. nagyon szerencsétlenül jönnek ki". 

Tehát ha az algoritmus outputja az, hogy , az input gráf tartalmaz teljes pá- 
rosítást", akkor bizonyosak lehetünk a válasz helyességében (ha nem volna teljes 
párosítás benne, akkor a fentiek alapján az output nem lehetne a fenti). Ha az al- 
goritmus outputja az, hogy , az input gráf nem tartalmaz teljes párosítást" , akkor 
csak azt tudjuk, hogy nagyon , szerencsétlennek kell lennünk ahhoz, hogy az input 
gráfban legyen teljes párosítás", Így a második esetben az algoritmus eredmény- 
jelzését jobb , úgy tűnik, az input gráfban nincs teljes párosítás"-ra változtatni. 

2) Algoritmusunk hatékony lesz abban az értelemben, hogy futása a. véletlen 
számoktól függetlenül gyors lesz. 

Ezek után nézzük a konkrét algoritmust. Ez a következő egyszerű lemmán 
múlik: 


3.7.1. Lemma, Legyen G egy páros gráf (A, F) színosztályokkat, amelyekre IAI — 
IFI - n. Legyen Xg az a mátrix, amelynek sorai A-beli csúcsokkal, és oszlopai 
F-beli csúcsokkal azonosítottak, továbbá a € A és f e F esetén az a és f csúcsok 
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által meghatározott mátrizpozícióban 0 áll, ha a és f nem összekötött, míg Tar 
határozatlan áll, ha a és f összekötött. A G gráfban akkor és csak akkor van teljes 
párosítás, ha a det(XG) polinom nem azonosan 0. 


Megjegyzés. Az XG mátrixot könnyen megkaphatjuk a páros gráfok szokásos alsó- 
felső csúcsok illeszkedési mátrixából úgy, hogy az ebben szereplő 1-eseket különböző 
határozatlanokkal helyettesítjük. 


Bizonyítás. A G-beli teljes párosítások és a nem azonosan 0 monomok det(XG) 
kifejtésében azonosíthatók. 

Így ha létezik teljes párosítás G-ben, akkor a kifejtésben lesz nem 0 monom. 
Ezt a nem 0 monomot nem ejtheti ki más kifejtési tag, azaz a determináns nem az 
azonosan 0 polinorn. 

Másrészről, ha a determináns nem az azonosan 0 polinom, akkor kell nem 
azonosan 0 kifejtési tagnak lennie. Ez megfelel egy teljes párosításnak. u 


A lemma sajnos közvetlenül nem alkalmazható, hiszen a det(XG) polinom 
nem számítható ki hatékonyan. A szokásos determinánskiértékelő eljárások arra 
az esetre vonatkoznak, amikor a mátrix elemei egész vagy racionális számok. Ese- 
tünkben az a. mátrix, amelynek determinánsát vesszük, polinomokat tartalmaz. 
Ekkor az is elképzelhető, hogy a determináns értéke egy olyan polinom lesz, amit 
hosszánál fogva időhiány miatt le sem tudunk írni mint monomok összege. 

Persze a lemma alapján nekünk nem kell leírni (monomonként) a det( Xg) po- 
linomot, csak azt kell tudnunk, hogy az azonosan 0 polinom-e. A Gauss-elimináció, 
illetve más numerikus módszerek ismeretében tudjuk, hogy a det(X.a) polinom 
(még ha monomonkénti felírása reménytelen is) helyettesítési értékei hatékonyan 
kiszámíthatók. Ez alapján már egyszerű egy olyan algoritmust megadni, amely 
det(XG)-ről eldönti, hogy az azonosan 0 polinom-e: Vegyünk véletlen számokat, 
és helyettesítsük det( XG)-be. Ha a helyettesítési érték nem 0, akkor az algoritmus 
outputja legyen , det(Xa) nem az azonosan 0 polinom". Ha a helyettesítési érték 
0, akkor az algoritmus outputja legyen , úgy tűnik, hogy det(XG) az azonosan 0 
polinom". Ez alapján már ismertethetjük azt az algoritmust, arnely eldönti (a fent 
ismertetett értelemben), hogy egy adott páros gráfban van-e teljes párosítás. 


3.7.2. Algoritmus. (Véletlen algoritmus teljes párosítás létezésének eldöntésére 
páros gráfokban) 
Input: G páros gráf. 
1. lépés: Írjuk fel az Xg mátrixot. 
2. lépés: G minden a, f összekötött pontpárjára vegyünk egy ra, , véletlen számot 
az (1,2,..., N) halmazból. 


3. Párosítások 119 


3. lépés: Számoljuk ki a det(XG) determináns értékét, ha az za, határozatlan- 
nak az ra,r értéket adjuk, 
a Ha a numerikus mátrix determinánsa nem 0-nak adódik, akkor az algo- 
ritmus outputja , det(XG) nem az azonosan 0 polinom" . 
s Ha a numerikus mátrix determinánsa 0-nak adódik, akkor az algoritmus 
outputja , úgy tűnik, hogy det(XG) az azonosan 0 polinom", 


A fenti algoritmus ismertetése nem teljes. Szerepel benne egy N paramé- 
ter (azon halmaz mérete, amelyből választjuk az algoritmushoz szükséges véletlen 
számokat). Ennél is fontosabb, hogy egy véletlen algoritmushoz hozzátartozik a 
hibázás valószínűségének becslése. Ennek hiánya esetén a gyakorlatban nem hasz- 
nálhatjuk az eljárást. Persze a két hiány összefügg: A tévedés abból ered, hogy 
a véletlen számaink , eltalálhatják" a det(XG) polinom győkeit. Érezhető, hogy 
minél nagyobb az a halmaz, amelyből választjuk a véletlen számokat, annál kisebb 
a valószínűsége, hogy szerencsétlenek leszünk. Ennek az , érzésnek? a pontossá 
tételére szolgál az alábbi lemma: 


3.7.3. Tétel. (Schwartz-lemma) Legyen p egy n változós, d-ed fokú, nem azonosan 
0 polinom. r € (1,2,..., NY" egy uniform eloszlású valószínűségi változó (azaz Tr 
tetszőleges n-est 1/N" valószínűséggel vesz fel). Ekkor 


Bizonyítás. Ha p(r) — 0, akkor azt mondjuk, hogy r ,, rossz? . n-re vonatkozó teljes 
indukcióval bizonyítjuk, hogy kevés rossz érték van. 

Legyen n — 1, azaz p egy egyváltozós polinom. Ekkor tudjuk, hogy p-nek 
legfeljebb d gyöke van. Azaz legfeljebb d darab rossz érték van. Így annak valószí- 
nűsége, hogy N érték közül rosszat választunk, becsülhető d/N-nel, 

Az indukciós lépéshez feltesszük, hogy n-nél kevesebb változójú polinomok 
esetén már tudjuk a becslést. p-t írjuk a következő alakba: 


P(x... 57n) — 2Tga(t2,.. Zn) b... g191(T2 ..., Zn) go(T2 Zn), 


ahol ga egy nem azonosan 0 polinom. (Megjegyezzük, hogy a — 0 lehetséges, 
ha az xi határozatlan nem szerepel a p polinomban.) A feltételekből következik, 
hogy a £ d. Ha z2,...,rn értékét rögzítjük, akkor egy P egyváltozós polinomot 
(fokszáma legfeljebb d) kapunk. Ez vagy azonosan 0, vagy legfeljebb d gyöke van. 
Egy (ra, . . ., Ta) szám-(n—1)-es , nagyon rossz" , ha ga (ra, . . . ra) — 0. Az indukciós 
feltevés alapján nincs nagyon sok , nagyon rossz" szám-(n—1)-es (számuk legfeljebb 
002 " N"-! — (n-1)dN"7?). Ha az Z2,...,Tn változókat , nagyon rosszul? 
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rögzítjük, akkor van esélyünk, hogy a rögzítés után kapott polinom azonosan 0 
legyen, azaz tetszőleges ri értékkel kiegészítve az eddig választott értékeket, a. 
kapott szám-n-est p-be helyettesítve 0-t kapunk (azaz a szám-n-es rossz lesz). Ha 
az T2,..., Tn változókat nem , nagyon rosszul" rögzítjük, akkor a rögzítés utáni 
polinom nem azonosan 0), és így legfeljebb d darab rossz kiegészítése van. Tehát a 
rossz n-esek számát az 


(n— D)dNT72 . N 4. N771d z ndNT7! 


számmal becsülhetjük. Mivel ezek a rossz n-esek N? sok n-es közül kerülnek ki, 
ezért választásuk valószínűsége valóban kisebb, mint nd/N. u 


3.7.4. Következmény. A fent ismertetett véletlen algoritmus hibázásának valószí- 
núsége legfeljebb KOHÓ, 


Bizonyítás. A det(XG) polinom változóinak száma a G gráf összekötött pontpár- 
jainak száma. A det(XG) polinom fokszáma legfeljebb a G gráf pontjai számának 
fele. Ezek után az állítás adódik a Schwartz-lemmábót. a 


Ezek után az algoritmus használata világos. Eldöntjük, hogy milyen bizo- 
nyosságnak hiszünk, azaz mi alá akarjuk szorítani a hibázás valószínűségét. Ennek 
megfelelően választjuk N-et és futtatjuk ezen paraméterrel az algoritmust. 

Ha a bizonyosságot növelni akarjuk, akkor az N értéket növelhetjük igényeink 
szerint. Egy másik lehetőség a hibázás valószínűségének csökkentésére, hogy N 
változatlan hagyásával az algoritmust többször futtatjuk (persze egy futás során 
használt véletlen számok függetlenek az előző futásokban használt véletlen számok- 
tól). Az egyes futások outputjait ,összeadhatjuk": Csak akkor lesz , úgy tűnik, 
hogy det(XG) az azonosan 0 polinom" a végleges output, ha az összes futás alatt 
az volt. Könnyen látható, hogy ezen a módon a hibázás valószínűsége jelentősen 
csökkenthető. 

Ha számoljuk, hány véletlen bitet (például egy pénzfeldobásból adódó fej vagy 
írás értéket) kell felhasználni az egyes változatokban a. véletlen számok generálá- 
sára, akkor a fent ismertetett két megoldás közül a második lényegesen jobbnak 
adódik. Az ezzel kapcsolatos kérdések központi problémák, de tanulmányozásuk 
meghaladja jegyzetünk kereteit. 
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Most az eddigi, páros gráfokra kidolgozott tételeket kiterjesztjük az általános 
esetre, amikor az adott gráfról nem tesszük fel, hogy páros. 


3.8.1. Definíció. Legyen ci1(G) a G gráf páratlan pontszámú kormponenseinek 
száma. 


3.8.2. Tétel. (Tutte tétele) Egy G gráfban akkor és csak akkor van teljes párosítás, 
ha minden X ponthalmazra cis(G — X) c IXI. 


Megjegyzés. A feltételnek X — 0 esetén is értelme van. Ekkor azt mondja, hogy a 
gráfnak nincs páratlan pontszámú komponense. Ez igen fontos része a feltételnek, 
amit igen gyakran külön kell kezelni attól az esettől, arnikor X nem üres. 


Bizonyítás. A tételben szereplő feltétel szükségessége egyszerűen adódik abból, 
hogy G— X bármely páratlan pontszámú kornponensét egy teljes párosítás valamely 
éle X-szel összeköti, és különböző komponensek esetén ezeknek az X-beli pároknak 
különbözőknek kell lenniük. 

Indirekt módon tegyük fel, hogy egy G gráfra teljesül a feltétel, de nincs benne 
teljes párosítás. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy G egyszerű. 
A feltételt az X — § esetre alkalmazva kapjuk, hogy G-nek páros sok pontja van. 

A következő, sokszor hasznos ötletet használjuk: A gráfunkhoz addig adunk 
hozzá új éleket (a gráf egyszerűségének megtartásával), amíg megtartjuk azt a tu- 
lajdonságot, hogy a gráfban nincs teljes párosítás. Így egy telített gráfot kapunk. 
Ha páratlan sok pontunk van, akkor a telítés a teljes gráfhoz vezet. Ha azonban 
páros sok pontunk van, akkor, mint majd kiderül, telített gráfunk szép struktu- 
rális tulajdonságokkal rendelkezik. Ezen tulajdonságokat a következő lemmában 
foglaljuk össze: 


3.8.3. Lemma. Legyen G egy páros sok pontú, teljes párosítást nem tartalmazó, 
telített gráf. Ekkor található egy T C V(G) halmaz, amelynek minden pontja min- 
den más csúccsal össze van kötve, és T elhagyása után a maradék gráf komponensei 
teljes gráfok lesznek. 


Bizonyítás. Legyen 
T — (v E V(G) : tetszőleges u € V(G) ) (v) esetén uv € E(G)). 
Belátjuk, hogy G — 7 komponensei teljes gráfok, azaz G — T-ben az egyenlőnek 


vagy összekötöttnek lenni reláció egy ekvivalenciareláció. Indirekt módon tegyük 
fel, hogy ez nem így van. Ekkor csak a tranzitivitás sérülhet, ezért találhatók olyan 
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u,v,w € V(G) - T csúcsok, amelyekre uv,vw € E(G), de uw $ E(G). Mivel v 
nincs benne 7-ben, ezért létezik olyan z € V(GY NT csúcs, amelyre uz £ E(G). 

A telítettségből következik, hogy G -t uw-ben található egy M teljes párosítás 
(erre nyilvánvalóan teljesül, hogy uw € M). Hasonlóan van G1-vz-ben egy N teljes 
párosítás (erre vz € N). MUN egy részgráf G tuw4-vz-ben. (MUNYUMNN) — 
MAN egy 2-reguláris részgráfot ad, azaz páros hosszú körök uniója lesz. Nyilván 
vz,uw € MAN. Két esetet különböztetünk meg aszerint, hogy vz és uw hogyan 
helyezkedik el ebben a részgráfban. 

1. eset: A vz és uw élek MAN két különböző körében szerepelnek. Ekkor 
legyen C (mint élhalmaz) azon komponense MAN-nek, amelyben vz szerepel. 
Ekkor CAN egy teljes párosítás G-ben. Ez ellentmondás. 

2. eset: vz és uw MAN ugyanazon körében szerepelnek. Ekkor legyen C 
(mint élhalmaz) ezen komponense MAN-nek. 

C: 9—0. 
ge 


üg 


3.8.4. ábra 


uv és vw ebben a körben húrok, és ezek C-t három körre vágják szét: K, L és 
(uw, vw, wu)-re. "Tegyük fel, hogy vz € K. Ekkor NAK-ról lehet egyszerűen 
ellenőrizni, hogy egy teljes párosítás G-ben. 


Az ellentmondások igazolják a lemmát. " 


Az elégségességhez feltehető, hogy a gráf pontszáma páros. Egyszerű ellenő- 
rizni, hogy a feltétel a telítés után is fennáll: Egy ]JXI ponthalmaz elhagyása után 
a keletkező páratlan pontszámú komponensek száma IX I-nél nem nagyobb. 

A tétel bizonyítása ezek után csak abból áll, hogy észrevesszük, hogy a telített 
gráfra nem állhat fenn a feltétel: Ha a feltétel teljesülne, akkor speciálisan az 
X — T esetben is igaz lenne, azaz G — T páratlan pontszámú komponenseinek 
száma legfeljebb IX lenne. Ekkor azonban egyszerű a. telített gráfban egy teljes 
párosítást találni. " 
Megjegyzés. A fentiek alapján, ha egy gráfban van olyan X halmaz, amelyre 
c1(G — X) 5 IXI, akkor nincs benne teljes párosítás. Egy ilyen halmazt Tutte- 
akadálynak nevezünk. 
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Ha c1(G — X) sokkal nagyobb, mint IXI, akkor a teljes párosítások hiányánál 
több is állítható. Tudjuk, hogy bármely párosítást véve legalább cs(G — X) — IXI 
sok pont marad lefedetlenül. A következő tétel Tutte tételének egy erősítése, amely 
azt mondja ki, hogy ha egy gráfban minden párosítás esetén a lefedetlen pontok 
száma nagy (azaz [V(G)I — 2 - v(G) nagy), akkor ezt ezen a módon be ís tudjuk 


bizonyítani. 


3.8.5. Tétel. (Berge-formula) 


v(6) — 5(IV(G)I- mez (a(G - x)- IX). 
Bizonyítás. Elég belátni, hogy a jobb oldal kisebb vagy egyenlő, mint a bal oldal. 
Ennek bizonyításához adjunk a gráfhoz maxxcvray(a(G — X) — IXI) sok pontot, 
amelyeket kössünk össze minden más ponttal (újjal és régivel is). A kapott G" 
gráfról egyszerűen ellenőrizhető, hogy nem tartalmaz Tutte-akadályt, azaz G"-ben 
található M teljes párosítás. M-nek G-beli élei egy, a várt nagyságú párosítást 
adnak G-ben. u 


x kk kk 
A fenti tételek birtokában már egyszerű gyakorlat például Petersen tételének 
bizonyítása. 
3.8.6. Tétel. (Petersen tétele) Egy kétszeresen élösszefüggő, 3-reguláris G gráfban 
mindig van teljes párosítás. 


Bizonyítás. Tutte tételének feltételét kell ellenőrizni. 

A 3-regularitásból következik, hogy G-nek és minden komponensének páros 
sok pontja van. Azaz a feltétel igaz X — 0 esetén. 

Legyen 8 / X C V(G). Ekkor G — X minden komponenséből legalább két él 
vezet X-hez (G kétszeresen élösszefüggő). Páratlan pontszámú komponens esetén 
legalább három él vezet X-hez, hiszen pontosan két él esetén a komponens által 
feszített gráfban páratlan sok páratlan fokú pont lenne. Ezek után a páratlan 
pontszámú G — X-beli komponensek és X közötti élek leszámlálásából adódik Tutte 
tételének feltétele. u 


Megjegyzés. A fenti tétel motivációja a négyszín-sejtés volt. A sejtés (ma már 
tétel) egy ekvivalens alakja, hogy tetszőleges kétszeresen élösszefüggő, 3-reguláris 
síkgráf élhalmaza három teljes párosítás diszjunkt uniója. Erre az állításra a sík- 
gráfság feltételt nem használó, hibás bizonyítás született. Petersen volt, aki meg- 
mutatta, hogy a síkgráfság feltételezése nélkül nem is ígaz a megfelelő állítás, és 
belátta a fenti tételt. A négyszín-sejtés igazolása után már tételként (természetesen 
bizonyítás nélkül) említhetjük a fenti ekvivalensét: 
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3.8.7. Tétel. Legyen a G síkgráf kétszeresen élősszefüggő, 3-reguláris. Ekkor G 
tartalmaz három éldiszjunkt teljes párosítást. 


Feladatok 

3.8.8. Mutassuk meg, hogy Petersen tétele nem igaz a kétszeres élösszefüggőség 
feltételezése nélkül. 

3.8.9. Bizonyítsuk be, hogy az alábbi kétszeresen összefüggő, 3-reguláris gráf él- 
halmaza nem áll elő három éldiszjunkt párosítás uniójaként. 


(Az ábrán szereplő gráfot Petersen-gráfnak hívjuk.) 
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Akár a páros gráfoknál, itt is javító utakat keresünk egy M párosítással ren- 
delkező G gráfban. Először a magyar módszernél megismert címkézési eljárást 
általánosítjuk tetszőleges gráfokra. 

A páros gráfok esetétől eltérően a le nem fedett pontok halmaza most nem 
esik szét , alsó" és , felső" pontokra. Így a keresést az összes le nem fedett pontból 
elindítjuk. Mivel a keresés által elért pontokat megcímkézzük, és címkét nem írunk 
át, ezért javító utat nem fogunk találni. Így a. keregés eredendően sikertelen lesz. A 
keresés után a megtalált javítóút-kezdeményeket megpróbáljuk , összeolvasztani" . 

A keresés a magyar módszer folyamán fázisokba volt osztva, az éppen kere- 
sendő javítóút-kezdemények hossza alapján. Ez is megváltozik az éltalános gráfok 
egetén. Amint egy pontot elér a keresés, rögtön megcímkézzük a párosított párját 
is. 

Az algoritmus folyamán használjuk a magyar módszernél már bevezetett 
C, Co. Ci. C2, : . . jelöléseket. 


3.9.1. Algoritmus. (Javítóút-kezdemények keresésére szolgáló címkézési eljárás) 
Input: G gráf és benne egy M párosítás. 

Kiinduló lépés: Az M párosítás által le nem fedett pontok halmaza legyen R. 
Ezeket 0 címkével látjuk el: Ca — R (az í címkét kapott pontok halmaza lesz C;). 


3. Párosítások 125 


Bővítő lépés: Ha egy páros címkéjű v pontnak van u címkézetlen szomszédja, akkor 
ennek címkét adunk, mégpedig v címkéjének értékénél 1-gyel nagyobbat írunk rá 
(c(u) — cív) 4 1). Meggondolandó, hogy ekkor u-nak M-beli w szomszédja sem 
lehet címkézett. Ezt is megcímkézzük: cíu) — cíu) 3-1 — cív) 4-2. A bővítő lépést 
addig ismételjük, amíg megtehetjük. 


Megjegyzés. Már a magyar módszer leírásából érzékelhető volt, hogy a címkék 
értéke nem lényeges, csak a paritásuk számít. A círake értéke ugyan megmondja, 
hogy az abba a pontba vezető javítóút-kezdemény milyen hosszú, de ez egy lényeg- 
telen információ. Azért sem célszerű a címkék pontos értékének nyilvántartása, 
mert — mint látni fogjuk — az Edmonds-algoritmus későbbi lépéseiben a cím- 
kék értékei az előbb leírt jelentésüket is elvesztik. A továbbiakban csak a címkék 
paritását tartjuk nyilván. 

Ez a megjegyzés úgy is felfogható, hogy az algoritmus tárigényét csökkentjük. 
Az eredeti címkékhez egy természetes számot kell tárolnunk minden csúcsra, az új 
címkék esetén a tárolandó információmennyiség csak egy bit. 


Az algoritmus outputját nem írtuk le. Ha a keresés útját mutatókkal be- 
jelöljük, akkor gyökeres fákat, egy gyökeres erdőt kapunk (R pontjai lesznek a 
gyökerek). Ennek az erdőnek néhány tulajdonsága könnyen ellenőrizhető. Ezen 
alapul a következő definíció: 


3.9.2. Defini Legyen az F erdő egy részgráfja G-nek, és F minden C kom- 
ponensében legyen egy ro gyökér kijelölve. A gyökerek halmazát R-rel jelölji 
(Tehát IR] az F gráf komponenseinek száma.) 

A gyökerek meghatározzák /F éleinek két irányítását. Ha minden élt a gyö- 
kértől , elfelé" irányítunk, akkor az F irányított gráfhoz jutunk, Ha minden élt a 
gyökér , felé" irányítunk, akkor az F irányított gráfhoz jutunk. 

A távolságokat az erdőben mérve, a gyökértől páros távolságra lévő pontokat 
külső pontoknak nevezzük (halmazukat X-val jelöljük), a páratlan távolságokra 
lévő pontokat belső pontoknak nevezzük (halmazukat B-vel jelöljük). 

Legyen G egy gráf, és M egy párosítása. G egy gyökeres erdő részgráfját az 
M párosításra vonatkozó alternáló erdőnek nevezzük, ha 

(i) az erdő gyökereinek halmaza (R) az M párosítás által le nem fedett pontok 
halmaza, 
(ii) a belső pontok erdőbeli fokszáma 2, 
(iii) bármely belső pontból külső pontba vezető, irányított F-beli él párosításbeli 
él. 








Megjegyzés. A fenti eljárás egy alternáló erdőt talál. Az F gráfban az élek iránya 
a keresés haladási iránya. Az F gráfban az élek irányát mutatóknak foghatjuk fel. 
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Tetszőleges z pont esetén ezeket az irányokat követve egy győkérbe (nevezzük ezt 
az M által nem párosított pontot r,-nek) jutunk el, és a bejárt élek egy javítóút- 
kezdeményt határoznak meg. 

Az, hogy a címkézési eljárás egy alternáló erdőt talál, önmagában nem nagy 
szó, hiszen R pontjai élek nélkül is egy alternáló erdőt határoznak meg. Áz algo- 
ritmus által megtalált erdőnek van egy tulajdonsága: maximális, azaz külső pont- 
jából csak címkézett ponthoz vezet él (a címkézett pontok halmazát C-vel jelöljük, 
C - KB). 

Az algoritmus kiinduló lépése helyett tetszőleges alternáló erdő kijelölését ve- 
hetjük. Ekkor az eljárás maximális alternáló erdővé bővíti ki azt. 


kk k a 
A következőkben a javító út keresésének további lépéseit írjuk le. 


3.9.3. Algoritmus. (Javítóút-kereső algoritmus) 
Input: G gráf és benne egy M párosítás. 
Output: P javító út vagy annak közlése, hogy G-ben nincs M-re vonatkozó javító 
út. 
Kiinduló lépés: 
Vegyünk egy alternáló erdőt: F-et. F lehet például az összes le nem fedett 
pont mint egypontú komponensek. 
Címkézési lépések: 
Bővítsük ki F-et egy maximális alternáló erdővé (lásd a javítóút-kezdeményt 
kereső algoritmust). A címkézési eljáráson túljutva. külső pontokból csak círn- 
kézett (K U B-beli) ponthoz vezet él. 
Összeolvasztó lépés: 
Ha F különböző komponenseiben lévő két külső u és v pont között találunk 
egy e élt, akkor a két komponens ru és ry gyökereit összeköthetjük egy ja- 
vító úttal: az ru-ból u-ba vezető F-beli utat meghosszabbítjuk e-vel, majd 
hozzáfűzzük a v-ből r,-be vezető F-beli utat. Ez egy javító út lesz, amivel 
algoritmusunk leáll. 
Ha az összeolvasztó lépésen javító út megtalálása nélkül túljutunk, akkor külső 
pontból csak belső pontokba és ugyanazon komponensben lévő külső pontokba 
vezethet, él. 
Feladó lépés: 
Ha ugyanazon komponensbeli külső pontok között sem találunk éleket (külső 
pontokból csak belső pontokba vezet él), akkor a javító út utáni keresést 
sikertelennek tekintjük, és az algoritmus befejeződik. 
s Ha a feladó lépésen túljutunk, akkor az csak úgy lehetséges, hogy az F al- 
ternáló erdő ugyanazon komponensbeli két u és v külső pontja közötti e élt 
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találunk. A komponens gyökere legyen r (r — ra — ry). Ekkor a kompo- 
nenshez e-t adva egy C alapkört kapunk, mégpedig az e — uw él és a két 
végpontjából r-be vezető F-beli utaknak összefutásukig terjedő szakaszaik 
alkotják C-t. A két út első közös pontja legyen a(C). Egyszerűen látható, 
hogy ez a pont egy külső pont lesz, ég a C kör páratlan hosszúságú lesz, to- 
vábbá M élei , majdnem" párosítják C pontjait: (Mn E(O)I — HOT, a 
kihagyott pont a(C) lesz. 

Zsugorító lépés: 
A C kör ponthalmazát egy pontra húzzuk össze, és az így kapott G" gráffal 
u rekurzívan meghívjuk az eddig leírt algoritmust? . 
Az itt elhangzott fogalmak szemléletesek, a figyelmes olvasó minden további 
probléma nélkül követhetné a leírást a fenti nem pontosan definiált fogalmak 
ismeretében. Ennek ellenére a teljesség kedvéért pontosan (matematikailag) 
definiáljuk a szükséges fogalmakat. Ezért megszakítjuk az algoritmus ismer- 
tetését. 





(, Folytatása következik" ) 
3.9.4. Definíció. . A G gráfban a C kör összehúzása vagy zsugorítása alatt a 
következő G" gráf konstrukcióját értjük: 
V(G) -(V(GYNV(CYJÜfe), ahol c g V(G) egy új pont a gráfban, 
E(GY- EGY Mtv € E(G) : u ve VO), 
KGY-KOkvieyyexzen U ((e,e) :e— gy € EIG) re V(O 
Ha a fordított viszonyt akarjuk hangsúlyozni, akkor azt mondjuk, hogy G-t a G" 
gráfból a c pont felfújásával nyerjük. 
Megjegyzés. G és C ismeretében a zsugorított gráf egyértelműen meghatározott. 
G" és c ismeretében a , felfújt gráf" nem egyértelmű. 


Nyilvánvaló, hogy minden G-beli pontnak van egy képe V(G"-ben. Ezt egy 
természetes 9: V(G) — V(G") leképezéssel tudjuk formálisan definiálni: 


— Ív, have V(GYWV(O), 
kaluj s íz ha ve V(0). 


Beszélhetünk egy V(G")-beli v pont őseiről (ezek halmaza 47!(v) lesz). Ez az ős 
a c pont kivételével minden pont esetén egyetlen pont lesz, a c pont esetén egy 
páratlan sok csúcsot tartalmazó halmaz. 

A 9 függvény kiterjeszthető bizonyos élekre is. Egy élt C-n kívülinek ne- 
vezünk, ha nincs mindkét végpontja V(C)-ben. C-n kívüli e — uw élre legyen 
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(e) 7 e(u)e(v). Legyen M " az M párosítás C-n kívüli éleinek képe G-ben. Ha- 
sonlóan F" a következő gyökeres részgráf lesz G"-ben: csúcsai F csúcsainak képei, 
élei F C-n kívüli éleinek képei, a gyökerek a gyökerek képei. A következő lemma 
állításai könnyen ellenőrizhetők. 


3.9.5. Lemma. 

(i) M" egy párosítás G-ben, 

(új) F" egy alternáló erdő az M" párosításra vonatkozólag. 
(iii) c e V(F") egy külső pont az F" alternáló erdőben. 


A fenti lemma egy következménye, hogy F" bármely belső pontjának őse egyet- 
len pont. 

Megjegyezzük, hogy F egy maximális alternáló erdő volt. F" nem feltétlenül 
maximális: Ha a C kör egy belső pontjából vezet címkézetlen ponthoz él, akkor a 
zsugorítás után ez az él egy külső pontot (c-t) és egy címkézetlen pontot köt össze, 
azaz F" bővíthető lesz. 

Ezek után visszatérünk az algoritmus ismertetéséhez. 


Javítóút-kereső algoritmus folytatása. 

Zsugorító lépés folytatása: 
A zsugorítás után G", M", F"-vel térjünk vissza a címkéző lépésekhez. Legyen 
F" a címkézés után nyert maximális alternáló erdő a G" gráfban lévő M" 
párosításra nézve. 

a A rekurzív hívás miatt előfordulhat, hogy egy kör összehúzása után G-ben 
is összehúzunk egy kört. Tehát algorítmusunkban sokszorosan zsugorított 
gráfok is előfordulhatnak. Legyen G(?) egy többszöri (k-szoros) zsugorítással, 
G-ből nyert gráf (G(0) — G). Ekkor is könnyen értelmezhető az eredeti gráf 
pontjainak V(GW9)-ba történő leképezése. (Egy-egy kör összehúzásának p 
-elemi" függvényeit kell egymás után alkalmazni.) Hasonlóan beszélhetünk 
GW) pontjainak őseiről G-ben. M() egy párosítás (M képe a k-szorosan 
zsugorított gráfban), és 7 (x) az erre vonatkozó maximális alternáló erdő (F9) 
nem feltétlenül F képe, de tartalmazza azt). 

Tekintsük át, mit jelent a zsugorító lépésben a rekurzív hívás. G-ből 
kiindulva egy gráfsorozatot kapunk: G() — G, GW — G",...,G(9, ahol 
GÜt0 a GY gráfból nyerhető zsugorítással. (A k — 0 eset lehetséges.) Mivel 
GG31) pontjainak száma kisebb, mint G() pontjainak száma, ezért nem lehet, 
hogy végtelen gráfsorozatot kapjunk. Tegyük fel, hogy G esetén már nem 
történik rekurzív hívás. A leállásra két lehetőségünk van: az összeolvasztó 
lépés, illetve a feladó lépés. Tehát vagy G09.ban találunk javító utat, vagy 
G49.ban sikertelennek nyilvánítjuk a keresést. 
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Az algoritmus leírásának befejezéséhez egyetlen kérdést kell tárgyalnunk, 
azt, hogy a GW zsugorított gráfban talált P javító út esetén mi is az al- 
goritmus outputja. Az output egy, az M párosításra vonatkozó javító út 
lesz G-ben, amely P-nek az eredeti gráfba való , visszavetítésével" történik. 
A visszavetítés definícióját és a. szükséges bizonyítást a következő lemmákra 
hagyjuk. 

Ezzel) az algoritmus leírását befejeztük. 


A bizonyítások előtt összefoglaljuk, mivel tartozunk: 

(a) Azzal a lemmával, amely megmondja, hogyan kell egy többszörösen zsu- 
gorított gráfban talált javító utat visszavetíteni az eredeti gráfba. 

(b) Azzal a lemmával, amely bebizonyítja, hogy az algoritmus helyes. Mivel 
sikeres keresés esetén a javító út a , kezünkben lesz? , ezért csak azt kell ellenőrizni, 
hogy sikertelen keresés esetén nincs is javító út. 

A következő lemmák az algoritmus leírásának hiányzó részleteit, illetve azok 
helyességének bizonyítását foglalják magukban. 


3.9.6. Lemma. Legyen G egy gráf, és M egy párosítása, C pedig egy , majdnem 
alternáló" páratlan köre (azaz JE(C) n MI] — It), Legyen G" a C kör össze- 
húzásával nyert gráf, és M" az össze nem húzott M-beli élek. Legyen végül P" egy 
M"-re vonatkozó javító út. Ekkor konstruálhatunk egy G-beti P utat, amely M-re 
vonatkozó javító út, 


Bizonyítás. Három esetet vizsgálunk: 

1. eset: Ha P/-nek c nem belső pontja, akkor a P" út őse megfelel P-nek. 

2. eset: Ha c a P" út egy kezdőpontja, akkor P" őse egy P út lesz. Egyik 
végpontja párosítatlan csúcs, a másik végpontja a C kör egy csúcsa, nem feltétlenül 
párosítatlan. Így P nem szükségszerűen javító út. P-ot meghosszabbíthatjuk C 
egyik a(C)-be vezető ívével úgy, hogy egy P javító úthoz jussunk. Egyszerűen 
meggondolható, hogy a(C) nem lehet M által lefedve (ekkor P" nem indult volna 
le nem fedett csúcsból). Tehát P az M párosításra vonatkozó javító út lesz. 

3. eset: Ha c P" egy belső pontja, akkor a P" élhalmaz G-beli őse szétesik két 
útra, amelyek egy-egy végpontja C-re esik. Ez a két végpont, vi: és va (amelyek 
egybe is eshetnek), a zsugorításnál közös pontba, P" egy pontjába, c-be esik. Mivel 
c-n áthalad a P" javító út, ezért P" egyik rá illeszkedő éle párosított lesz (3.9.7. 
ábra). Ekkor P" ősében ez a párosított él vi-re vagy v2-re illeszkedik. Tegyük fel, 
hogy v1-re illeszkedik a (C-re nézve külső) párosított él. Ez csak úgy lehet, hogy 
14 — a(C). Ezt felhasználva könnyű v1-et és va-t a C kör egyik ívével összekötni 
úgy, hogy egy P javító utat kapjunk. u 
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3.9.7. ábra 


Megjegyezzük, hogy ez a lemma fejezi be az algoritmus leírását. Az algo- 
ritmust programozni szándékozó olvasónak értenie kell a lemma. bizonyítását. Az 
algoritmus helyességének igazolása még hátravan. A programozni vágyó olvasó 
azonban már írhatja programját, a következő lemmákból csak azok helyességét kell 
elfogadnia, bizonyításuk ismeretére nincs szüksége. 

Az algoritmus helyességét két lépésben igazoljuk. Először a legegyszerűbb 
esetet vizsgáljuk, amikor nem történik zsugorítás, rögtön a feladó lépéshez jutunk. 


3.9.8. Lemma. — Legyen G egy gráf, M egy párosítás, és F egy alternáló erdő. 
Tegyük fel, hogy F külső pontjaiból csak belső pontokhoz vezet él. Ekkor nincs 
M-re vonatkozó javító út G-ben (M egy maximális párosítás G-ben). 


Bizonyítás. G-ben tetszőleges K-beli párosított pont párja B-beli lesz. . Ennek 
alapján tetszőleges G-beli párosítás legalább IK] — I8] pontot nem párosít. Mivel 
M élei K és B pontjait R kivételével párba állítják, ezért JXI— 181 — IRI. Azaz 
G tetszőleges párosítása legalább [AR] pontot nem fed le, így M-nél több élt nem 
tartalmazhat (M pontosan IR] darab pontot nem fed le). n 


Megjegyzés. A lemma feltételét úgy is kimondhatjuk, hogy G — B-ben minden 
K-beli pont egy izolált pont, azaz egy 1 pontú komponens. 


A fenti lemma. szerint ha algoritmusunk azzal áll le, hogy nem talált javító 

utat, akkor tudjuk, hogy MY?) maximális élszámú párosítás G().ban, és ezt a gráf 
egy felosztásával szemléletesen be is látjuk. Az ott leírt kép olyan bizonyítást ad, 
mint amilyet a Berge-formulánál láttunk. 
Ezt a képet (3.9.9. ábra) visszavetíthetjük az eredeti gráfba. Ehhez csak el kell 
képzelnünk, hogy az előző lemma, által leírt kép hogyan változik, ha külső ponto- 
kat , felfújunk". Az így , visszaforgatott film" számunkra legfontosabb tanulságát 
foglalja össze a következő lemma: 
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G G 





3.9.9. ábra 


3.9.10. Lemma. — Legyen GÍ9 egy sikertelen javítóút-keresés végén kapott k- 
szorosan zsugorított gráf. (Az előző lemma alapján tudjuk, hogy G(?) — Bít).ban 
KV pontjai izolált pontok.) Legyen Br a G gráf azon pontjainak halmaza, amelyek 
a B) pontok őset. Ekkor G — Bk-ban [KV2] darab páratlan pontszámú komponens 
van. 


Bizonyítás. Legyen B? a G() gráf azon pontjainak halmaza, amelyek a B(?) 
pontok ősei 89 — Bx). Belátjuk, hogy ekkor G(? -BŐD.ban IK) darab páratlan 
pontszámú komponens van. Ez a lemma állításának egy élesítése (a lemma állítása 
az i — 0 esetnek felel meg). Az így általánosított állítást i-re vonatkozó, , lefelé?" 
haladó (i értéke k-tól 0-ig fut) indukcióval igazoljuk. 

Az í— k esetet az előző lemma tárgyalta. 

Az indukciós lépéshez csak azt kell ellenőrizni, hogy egy pont felfújása esetén 
a tulajdonság megmarad. Ez könnyen ellenőrizhető: Egy külső v pontot fújunk 
fel. Ez az egyik páratlan komponens pontja. A komponensstruktúra megmarad. 
Egyetlen komponens, a v csúcs komponense változik. v komponense pontszámának 
paritása nem változik, hiszen egy pontot (v-t) helyettesítünk páratlan sokkal. . 


3.9.11. Következmény, — A javítóút-kereső algoritmus helyes, azaz ha nem talál 
javító utat, akkor nincs is. 


Bizonyítás. Az algoritmus , negatív" leállása esetén az előző lemma feltételei tel- 
jesülnek, azaz a lemma következményei is igazak lesznek. Így a Tutte-tétel után 
tett megjegyzések alapján G-ben tetszőleges párosítás legalább (Bxl — [K(D) sok 
pontot nem párosít. Azonban [Br] — [BE] (hiszen belső pontok őshalmaza min- 
dig egyelemű). Másrészt [BW9) — IK — IRD], ahol R() a gyökerek halmaza 
a k-szorosan zsugorított gráfban. Ekkor IRG)] — IR], az M által nem párosított 
pontok száma. 

Összefoglalva kapjuk, hogy G tetszőleges párosítása legalább annyi pontot 
nem fed le, mint amennyit M nem párosít. Tehát párosításunk maximális elem- 
számú párosítás, nincs javító út a gráfban. TT] 


ak ak kk 
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A javítóút-kereső algoritmust szubrutinként felhasználva könnyen eljutunk 
egy maximális élszámú párosítást meghatározó algoritmushoz. 


3.9.12. Algoritmus.  (Edmonds-algoritmus) 
Input: G gráf. 
Output: M maximális elemszámú párosítás. 
Kiinduló lépés: Legyen M — 0. 
Bővítő lépés: Keressünk M-re vonatkozó javító utat (lásd a javítóút-kereső algo- 
Titmust). 
s Ha találunk, akkor javítsuk M-et, és ismételjük meg a bővítő lépést. 
a Ha nem találunk, akkor álljunk le, M maximális elemszámú párosítás G-ben. 


Megjegyzés. 

1) Az algoritmus nehézsége a zsugorításokból és így a páratlan körökből ered. 
Ha gráfunk páros, akkor visszakapjuk a magyar módszer egy kissé módosított vál- 
tozatát. . 

2) Egyszerű végiggondolni, hogy algorítmusunk lépésszáma (az elemi művele- 
tek száma) a pontszám egy polinomjával becsülhető. 

3) A párosításokra vonatkozó tételek (Tutte és Berge tételei) könnyen belát- 
hatók az algoritmus elemzésével is. 


Ezzel algoritmusunk bemutatása teljes. Az eddigieket legjobban egy példával 
világíthatjuk meg. Az Edmonds-algoritmus egy futása a 3.9.13. ábrán látható. 


3.10. Gallaj Edmonds-struktúratétel 


Az előző párosítási algoritmus nem csak megad v(G) sok független élt, de 
konstruál egy X halmazt, amely a Berge-formulában az egyenlőséget adja. Mint 
kiderül, további kérdésekre is kiolvasható a válasz az előző algoritmusból. 

Az Edmonds-algoritmus egy kiinduló párosítást javító utak mentén javít. Az 
algoritmus egy szakaszát, amíg egy párosítással dolgozunk, fázisnak nevezhetjük. 
Egy fázis egy javító út megtalálásával fejeződik be, kívéve az utolsó fázist, amely 
egy sikertelen keresés. Ennek vége egy esetleg többszörösen zsugorított gráf: GW, 
benne egy párosítás: M (k), és egy erre vonatkozó maximális alternáló erdő: FE. 
Az alternáló erdő a gráf csúcsait három osztályba sorolja: külső pontok: K [A 
belső pontok: B) , és címkézetlen pontok CW. Ennek a három osztálynak az ősei 
a G-beli pontokat három osztályba osztják. 


3.10.1. Definíció. Legyen 
5 - (KG ősei G-ben), A — (B ősei G-ben), Ő — (Ő ősei G-ben). 
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Ez a három halmaz első ránézésre függ G-től és attól, hogy az Edmonds- 
algoritmus futása hogyan történt. (Ha két futás alatt különbözőképpen bővítettük 
a címkézést, teljesen más alternáló erdőhöz jutunk. A zsugorítások is másképpen 
történhetnek két futás esetén.) Ennek ellenére a fenti három halmaz csak a G 
gráftól függ. Ezt úgy fogjuk belátni, hogy megadjuk a fenti halmazok algoritmus- 


3.10.2. Definíció. Legyen 


D(G) -(v € V(G) : van olyan M maximális elemszámú párosítás, 
amely nem fedi le v-t ), 

A(G) -N(D(G)), 

C(G) -V(GYN(D(G) V A(6)). 


3.10.3. Lemma. A következők teljesülnek: 


a) 5 -D(G), 
b) A— A(G), 
c) Ő —€(G). 


Bizonyítás. a) D(G) C DB: Tudjuk, hogy G -A páratlan komponenseinek ponthal- 
maza G() egyes külső pontjainak ősképhalmaza, azaz D. G-ben minden párosítás 
legalább [GJ — IÁJ sok pontot nem fed le. Áz algoritmus által kiadott párosítás 
esetén ez a becslés éles. Tehát minden maximális párosítás pontosan [G(F)[— 14 sok 
pontot nem fed le. Könnyen meggondolhatjuk, hogy tetszőleges olyan párosításnál, 
amely A vagy ő-beli pontok közül valamelyiket nem párosítja, a fenti becslésben 
nem fordulhat elő egyenlőség. 

DCD(G AG-GDGD,...,GG gráfsorozat tetszőleges elemére belát- 
juk, hogy G? külső pontjainak bármely őséhez van azt elkerülő maximális páro- 
sítás. A sorozaton visszafelé haladó indukcióval bizonyítunk. 

Az indukció kezdőlépéséhez az állítást GY esetére kell belátni. Legyen M 
az algoritmus által szolgáltatott maximális elemszámú párosítás. Legyen v egy 
tetszőleges külső pont. Ekkor az algoritmus címkéző eljárása megtalált egy gyö- 
kérből (egy M által le nem fedett pontból) v-be vezető P javítóút-kezdeményt. P. 
élhalmazában az M-beli és M-en kívüli élek szerepének felcserélésével egy M-mel 
azonos nagyságú (maximális elemszámú) párosításhoz jutunk, amely nem fedi le 
0-t. 





Az indukciós lépéshez azt kell belátnunk, hogy állításunk egy pont felfújása 
esetén is igaz marad. Ezt könnyen megtehetjük. 
b) A — N(D) könnyen meggondolható. Ezek után a b) pont nyilvánvaló. 


9. Párosítások 135 


c) (D(G), A(G), C(G)) és (D,A,C) a V(G) ponthalmaz egy-egy partíciója. 
Így az előzőekből adódik ez a pont. n 


Ezen halmazok segítségével a G gráf három fontos összetevőjét definiálhatjuk: 
Glpray: a D(G) és A(G) között haladó élek által feszített gráf és Glccey. Legyenek 
Di, Da, .... Dc a Glprc) gráf komponensei (azaz összesen c komponense van). Le- 
gyen § a következő páros segédgráf: A páros gráf két színosztálya A — A(G) és 
F — (Di,..., De) lesz. D; és u c A(G) között vezet él, ha létezik olyan v € V(D.), 
hogy uv € E(G). 

A következő struktúratétel ezt a három , alkotórészt" jellemzi. 


3.10.4. Tétel. (Gallai Tibor, J. Edmonds tétele; Gallaihu—Edmonds-struktúratétel) 
(1) A D; gráfok faktorkritikus gráfok, azaz Di-ben nincs teljes párosítás, de bár- 
mely u csúcsára D; — u-ban van, 
(ii) az S segédgráftban minden X C A esetén IN(XII 5 IXI, 
(iii) Glccgy-ben van teljes párosítás, 
(iv) n—2.1(G) —e-IA(G)I — e1(G — AGY) - JAG), 
(v) G-ben minden M maximális párosítás felírható mint Mi U M; U M3, ahol 

a) Mi egy párosítás Glnccy-ben, amely minden D;-ből pontosan egy csúcsot 
hagy ki. 

b) M2 egy párosítás, amelynek élei az A(G)-beli összes pontot párosítják 
Glmay-beli komponensekkel. (Ma megfelel egy §-beli, B-t lefedő páros 
tásnak.) 

c) M3 egy teljes párosítás Glecgy-ben. 


Bizonyítás. Az előző lemma alapján dolgozhatunk a D, A, Ő helmazokkal. 

(i) A lemma bizonyításából az is kiolvasható, hogy tetszőleges D; megkap- 
ható egy pontból pontok páratlan körré való felfújásának ismételt alkaimazásával. 
Ezen előállítás hosszára vonatkozó indukcióval könnyen belátható a faktorkritikus 
tulajdonság. 

(ü) S ugyanaz, mint GY gwux, amely gráfnak F egy feszítőerdője. A 
továbbiakban csak F-beli éleket veszünk figyelembe. Tetszőleges X C BG) esetén 
az X-ből induló M-beli élek [XI sok szomszédot adnak K()-ban. 

A gyökerekhez legközelebbi X-beli r pont gyökerek felé lévő szomszédja. egy új 
szomszédot definiál (3.10.5. ábra). Ez az állítást bizonyítja. 

(ii) Gleray — Ő ugyanaz, mint GDI s. A GW) gráf nem címkézett pontjaira 
az algoritmus által adott párosítást megszorítva egy teljes párosítást kapunk. 

(ívj—(v) Az eddig bebizonyított tulajdonságokból könnyen kiolvasható. s 
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3.10.5. ábra 


3.11. További struktúratételek 


A fenti struktúratétel minden G gráfot három alkotárészből rak össze: fak- 
torkritikus gráfokból, egy páros gráfból (a Gallai— Edmonds-struktúratétel § se- 
gédgráfjából) és egy teljes párosítással rendelkező gráfból (Glcrcy). A tétel meg- 
fordítása is igaz, azaz ha az (i)—(iv) pontoknak megfelelően összerakjuk ezeket 
az alkotórészeket, akkor a kapott gráf Gallaij—Edmonds-felbontása visszaadja a 
kiinduló építőköveket. 

Így nagyon hasznos lehet, ha mindhárom építőkövet jól ismerjük. Ekkor eset- 
leg egy tetszőleges gráfról szóló problémát is eldönthetünk az építőkövekre vonat- 
kozó ismereteink összerakásával. A következő, bizonyítások nélkül ismertetett tétel 
azt mutatja, hogy ezekről az építőkövekről sok minden mondható. 


3.11.1. Tétel. Egy G gráf akkor és csak akkor faktorkritikus, ha előáll G — 
— PpU... UP, alakban, ahol Pa egy páratlan hosszú kör, és minden í — 1, ... ,k- 
ra P. a Pp UPU...U B, 4 gráf két (nem feltétlenül különböző) pontját összekötő 
páratlan hosszú út (illetve páratlan hosszú kör), amelynek belső pontjai diszjunktak a 
V(RPU PU... UJ P,-1) ponthalmaztól. 


A fenti tétel csak egy kis ízelítő a gráfok párosításokkal kapcsolatos struktú- 
ráiról szerzett tudásunkból. Sajnos ezekben a kérdésekben e jegyzet keretein belül 
nincs lehetőségünk mélyebbre hatolni. 
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3.12. Teljes párosítások száma páros gráfokban, permanens 


A fentiek alapján már el tudjuk dönteni, van-e egy adott gráfban teljes páro- 
sítás. Egy további kérdés, hogy ha egy adott gráfról tudjuk, hogy van benne teljes 
párosítás, akkor mondhatunk-e valamit a teljes párosítások számáról is. Most is a 
páros gráfok esetét vizsgáljuk meg előbb. 

Ha teljes párosításokkal foglalkozunk, akkor fel kell tennünk, hogy a páros 
gráf két színosztálya azonos elemszámú. Tegyük fel, hogy a G páros gráfnak A 
és F a két színosztálya. Legyen n — JA) — IFI. Ekkor G leírható egy n x n-es 
PG mátrixszal. A mátrix sorai A elemeinek felelnek meg, oszlopai pedig F elemeit 
reprezentálják. Egy a € A és f c F pontoknak megfelelő mátrixelem értéke az a 
és f pontok között haladó élek száma. 

Ekkor egy párosítás megfelel egy kifejtési tagnak det(Pg)-ben. Ez a megjegy- 
zés , szebben?" ís kifejezhető egy, a determinánstól eltérő mátrixfüggvény segítségé- 
vel. 


3.12.1. Definíció, Legyen M egy n x n-es méretű mátrix, amelyben az í-edik sor 
J-edik eleme M;j. Ekkor M permanense 


per(m) - 3 HIM 


sESnizi 


"ehát a permanenst definiáló formula a , determináns formulája csupa pozitív 
előjellel" . 


3.12.2. Lemma. — Legyen G egy páros gráf két n elemű színosztállyal. Ekkor 
per( Pa) a G gráf teljes párosításainak száma. 


Tehát a teljes párosítások számának meghatározása ekvivalens egy permanens 
kiszámításával. 

A továbbiakban reguláris gráfok vizsgálatára szorítkozunk. Tudjuk, hogy re- 
guláris (és így azonos nagyságú színosztályokkal rendelkező) páros gráfokban min- 
dig van teljes párosítás. Természetesen egy párosításban szereplő élek elhagyásával 
szintén reguláris gráfot kapunk, amiben egy további párosítás nyerhető. Így fok- 
számnyi darab különböző párosítást konstruálhatunk. A 2-reguláris gráfok esetében 
ennél több nem is mondható. Egy páros körnek pontosan két különböző teljes pá- 
rosítása van. Mit mondhatunk a 3-reguláris, két n elemű színosztállyal rendelkező 
páros gráfokról? A fentiek alapján a kérdést másképpen is megfogalmazhatjuk. 
Legyen As na azon n x n-es méretű, természetes számokat tartalmazó mátrixok hal- 
maza, amelyekben minden sor és oszlop összege 3. Mit mondhatunk a Asz n-beli 
mátrixok permanenséről? 
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3.12.3. Tétel. Bármely M € Azn esetén 


4 
per(M) 2 (5) 
3 
Bizonyítás. n-re vonatkozó indukcióval az állításnál erősebbet igazolunk: Legyen 
AZ a azon M, n x n-es méretű mátrixok halmaza, amelyekben minden sor összege 
és minden oszlop összege 3, kivéve egy sort és egy oszlopot, amelyekben a számok 
összege 2. Legyen M € A3,. Belátjuk , hogy per(M) 2 (4/3)". Mível a mát- 
rix elemei nemnegatívok, ezért a permanens értéke csak nőhet, ha a mátrix egy 
eleméhez 1-et adunk, így ebből következik az állítás. 

Az indukció kiinduló lépése (az n — 1 eset) nyilvánvaló. 

Az indukciós lépéshez feltesszük, hogy n x n-es mátrixok esetén igaz az állítás. 
Legyen M egy ín 4 1) x (n - 1)-es mátrix. Feltehető, hogy M , különleges" sora 
és oszlopa az első. A 2 összegű oszlop nem 0 elemei vagy egy darab 2-es, vagy két 
darab 1-es. A sorokat az első kivételével (amelyről feltesszük, hogy a különleges 
sornak kell lennie) felcserélhetjük. Ez alapján az első oszlop a következő lehetőségek 
közül kerül ki: 

1. eset: Áz első oszlop első három eleme 0, 1,1, a többi 0. 

Legyen az M mátrix első három sora (0, a1), (1, a2) és (1, az). A mátrix mara- 
dék része (a negyediktől az n-edik sorig) legyen (0, M7). (A vektorokat aláhúzással 
jelöljük. 0 egy csupa 0 komponenst tartalmazó vektor. Mérete a szövegkörnyezet- 
ből kitalálható.) Ekkor a permanenst az első oszlop szerint kifejtve kapjuk, hogy 


0 a 
; ERSZ 8 2 úr 

per[ 1 brzi -—per[ az ] Hper( a2 [ —per[ a2t az ] . 
ig ke Mi Mm M7 


Az az t ag vektor komponenseinek összege 4. Esetek vizsgálatával adódik, hogy 
az az 4 az vektor 4(bi 4 b2-- bz - b4) alakba írható, ahol minden i-re a b; vektor 
komponensei természetes számok és összegük 3. Az esetek és tárgyalásuk: 





(40...) — 5((3.0,..)- (8.0...) 4 (8.0. .)-4(3,0,...)), 


(10. — ((2.10...)-H(210..)-4 (2,1,0,...) 4 (3,0,0,...)), 

ij 

73 

(110) (1120...) (1,1,1,0,...) 4 (2,0,1,0, . . .)- 
4 (2,1,0,0,...)), 


(2,2,0,...)— 7((2,1.0,...) 4 (2,1,0,...) 4(1,2,0,...) 4(1,2,0,...)), 
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(1,1,1,1.0,..- 





a 5((0111..)-4(10,11...) 4(1,1,0,1,..)-4 
4(1,1,1,0,...)). 


01 a1 1 a1 
3-per(M)-per[ bi 1 -per[ b2 [dperf bz I -tper] ba ]- 
M! Mm Mm M! 


Könnyű ellenőrizni, hogy a d; vektorok definíciói olyanok voltak, hogy a fenti négy- 
tagú összegben szereplő mátrixok mindegyike A$,, eleme. (Vegyük észre, hogy 
mindegyik b; vektort úgy is megkaphatjuk, hogy az az -- az vektor egy komponen- 
sét 1-gyel csökkentjük.) Ezek után az indukciós feltevés alapján adódik az állítás. 

2. eset: Az első oszlop első két eleme 0, 2, a többi 0. 

Az első oszlop szerint kifejtve a permanenst kapjuk, hogy per(M) — 2- 
per(M"), ahol M" E Aza. Ezek után az indukciós feltevés alapján adódik a bi- 
zonyítandó. 

3. eset: Az első oszlop első két eleme 1, 1, a többi 0. 

Az első két sor legyen (1, a1) és (1, az). A mátrix maradék része legyen (0, M"). 


Ekkor 
per(M) — per (aaz) s 


11 4 az komponensei természetes számok és összegük 3. Ekkor a1-- az — 3(b1--b2-k 
ba) alakba írható, ahol minden í-re a b; vektor komponensei természetes számok és 
összegük 2. A felbontások a következők lehetnek: 


) 
(2.10...) 7 (2.00...) -4(1.1.0,..)-4(11.0...) 


Így 














(8.0, .. 2((2.0..)-(2.0,..)-- (20...) 


(11.10...) —7((1.1,0,0,..)--(1,0,1,0,..)-£ (01.10...) 


Ezek után az I. eset útját követve kapjuk az állítást. 

4. eset: Az első oszlop első eleme 2, a többi 0. 

Az első sor szerint kifejtve a permanenst kapjuk, hogy per(M) — 2- per(M?), 
ahol M" € Az n. Ezek után indukcióval adódik az állítás. u 


3.12.4. Következmény. Egy 3-reguláris páros gráf két n elemű színosztállyal leg- 
alább (4/ 3)" teljes párosítást tartalmaz. 
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3.13. Párosítások száma, párosítási polinom 


Ebben a fejezetben feltesszük, hogy G-nek nincs hurokéle. 
3.13.1. Definíció. Legyen nr(G) a G gráf k elemű párosításainak száma. 


Tehát no(G) — 1, ni1(G) a G gráf éleinek száma, és ha [V(G)I — 2k, akkor 
nx(G) a G gráf teljes párosításainak száma. Ezzel minden G gráfhoz hozzárendel- 
tünk egy véges számsorozatot (n;(G) — 0, ha k 5 v(G)). Ezeket egy polinommá 
összefűzhetjük. 


Megjegyzés. Ezt a polinomot kémikusok definiálták először. Számukra a gráf egy 
molekulát írt le. A molekula energiaszintjei a bevezetendő polinom gyökei. Így a 
definiálandó polinom gyökeinek (kémiai tartalmuk alapján) valósaknak kell lenniük. 
Célunk az így felvetődő kérdések matematikai tárgyalása. A kérdéseket motiváló 
kérniai háttérre jegyzetünkben sajnos nem térhetünk ki. 


3.13.2. Definíció. Legyen 


Na(a) - Pn Gr, 


a G gráf párosítási poltinomja. Legyen 


Nala) - 3 (—Din(Gyalyod- a, 


Megjegyzés. A fent definiált két polinom között szoros kapcsolat van, az egyikről 
bizonyított állítások könnyen áttranszformálhatók a másik polinom esetére. 


3.13.3. Lemma. 
6) Áata) - ON (55), 
(ú) Ne(-a) — E fg (7) 5 


A továbbiakban a fenti polinomok egy rekurzív módon való kiszámítását is- 
mertetjük. 
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3.213.4. Lemma. Legyen e — uv egy él a G gráfban. Ekkor 
nr(6) — n,(G — e) 4 nk 1(G — (u, vh). 


Bizonyítás. Egy G gráf k elemű párosításai két osztályba sorolhatók aszerint, hogy 
a párosítás tartalmazza-e az e — uw élt. Az e élt nem tartalmazó k elemű páro- 
sítások és a G — e gráf k elemű párosításai között természetes módon bijekció 
adható meg. Az e élt tartalmazó k elemű párosítások és a G — (u,v) gráf k— 1 
elemű párosításai között természetes módon bijekció adható meg. E két bijekció 
felhasználásával egyszerűen adódik a lemma. nm 
3.13.5. Következmény, 

6) Na(r) — Na-elr) 4 ENG. (uw(r). 

(ii) NG(z) — Na -e(r) — Nag u (7) 
Bizonyítás. Az egyenlőség két oldalán szereplő polinomok együtthatói — az előző 
lemma alapján — megegyeznek. nu 


3.13.6. Lemma. Legyen a G gráf a G1 és Ga gráfok ,diszjunkt egymás mellé 
helyezésével nyert" gráf (V(G) — V(GYÜVEG?), E(G) — E(GY)UE(G2), és 
I(G) - (GY) UI(G2)). Ekkor 
(1) Na(x) — Na, (z) Na. (7). 
(ü) Na(z) — Na, (z)Na, (z). 
A rekurzív összefüggések alkalmazásaként fák esetén megadjuk Na(z) egy 
determinánssal kifejezett alakját. 


3.13.7. Lemma. Legyen T egy fa. Ekkor Nr(z) - det(I — Ar). 


Bizonyítás. Legyen e — uv a T fa egy éle. T — e-nek két komponense van: a 
T, és T; fák (feltesszük, hogy u € V(T), és v e V(Z2)). T pontjait soroljuk 
fel úgy, hogy T. pontjait soroljuk fel u-val bezárólag, majd T2 pontjait soroljuk 
fel v-vel kezdődően. Ezt a sorrendet figyelembe véve felírjuk az Ár szomszédsági 
mátrixot (természetesen a determináns értéke nem függ a csúcsok felsorolásának 
sorrendjétől): 
0 
Ar, § 0 


na 
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T éleit kettőzük meg, és minden csúcsához rakjunk egy hurokélt. Az így kapott 
gráf legyen 7". A detízI — Ar) determináns kifejtési tagjai a T" gráf pontjait lefedő 
éldiszjunkt köröknek felelnek meg. Mive! a T gráf fa, ezért körök csak a hurokélek 
és párhuzamos élpárok. Tehát a kifejtési tagok két csoportba oszthatók aszerint, 
hogy az e él szerepel-e bennük, vagy nem. Ezen kettéosztás alapján det(zI — Ar) 
két tag összegére bontható: 
HE zI- Ar, 0 zI— Ara 0 
det(zI — Ar) det ( o aran) teet( o BÉZ Ág 
zdet(aI — Ar-e) — detízI — Ár. fuwy)- 


Azaz det(zI — Ar) ugyanazt a rekurziót teljesíti, mint Ne(z). Mivel egypontú gráf 
esetén mindkét polinom x-szel egyenlő, ezért indukcióval adódik az állítás. Ti 


3.13.8. Következmény. Legyen T egy fa. Ekkor Nrtz) gyökei valósak. 


Bizonyítás. Az előző lemma alapján Nr(x) gyökei egy szimmetrikus mátrix sajá- 
tértékei, amelyek valósak. u 


A továbbiakban célunk annak kimutatása, hogy a párosítási polinom gyökei 
valósak. 


3.13.9. Definíció. Legyen G egy gráf, amelyet az A és B gráfok egy va E V(A) és 
ve € V(B) csúcsának azonosításával kapunk (v € V(G) az azonosítás során nyert 
csúcs). A továbbiakban A-ra és B-re mint a G gráf részgráfjaira hivatkozunk. 
Legyen e a B részgráf egy éle, amelynek egyik végpontja v (e — vw). Ekkor a 
következő operációt hajtjuk végre: Vegyük B — v és G — e pontdiszjunkt példányait 
(B — v csúcsait vesszőzött betűkkel jelöljük), és kössük össze v-t és a-t. Azt 
mondjuk, hogy a kapott G" gráfot a G gráfból az e él v csúcs körüli kiforgatásával 
kaptuk. 

Az A részgráf állhat egyetlen pontból (v4-ból), amikor G egybeesik B-vel. Az 
3.13.10. ábra 








3.13.10. ábra 
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erre az esetre mutat példát. 


Megjegyzés. Tehát G-n végrehajtva az operációt (3.13.10. ábra) a v-re nem il- 
leszkedő B-beli élek , megduplázódnak" , a v-re illeszkedő élek egy-egy példányban 
nélnek tovább". Ezenkívül az e él elvágó éllé válik. 


3.13.11. Lemma. Legyen G egy gráf, és az e — ww élt forgassuk ki a v csúcs körül. 
Ekkor az így kapott G" gráfra: 


NatDlNe(r). 
Bizonyítás. Az eddigiek alapján (a definíció jelöléseit megtartva): 
Na(z) —Nereln) — Mar tvw (2) 
zNg. (DN o(2) — Np- ex Na tv (2) 
-Nz-olz(fc- ela) z Mg tvw(2) ) - fp. (a) Mel). 
u 


3.13.12. Tétel. Legyen G egy tetszőleges gráf. Ekkor Na(x) és Na(x) gyökei 
valósak. 


Bizonyítás. Feltehető, hogy G összefüggő gráf. Könnyen belátható, hogy az ope- 
rációnk véges sokszori alkalmazásával G-t ,széthajthatjuk" egy T fává. (Erre a 
széthajtásra egy példát a 3.13.13. ábrán láthatunk.) 


ESSEN 


3.13.13. ábra 
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A 3.13.8. következmény alapján Nr(x) gyökei valósak. Az előző lemma alap- 
ján Na(r) ennek a polinomnak egy osztója. Ebből az Ng(r)-re vonatkozó állítás 
adódik. 

Az NG(T)-re vonatkozó állítást a 3.13.3. lemma egyszerű alkalmazásával kap- 
juk. u 

A fenti tétel önmagában is érdekes. Ennek ellenére érdemes lenne elidőzni 
motivációinál és alkalmazásainál is. Sajnos nincs időnk arra, hogy ezt és ennek 
következményeit részletesebben tárgyaljuk. Néhányat feladatként kitűzünk. 


Feladatok 
3.13.14. Határozzuk meg az n4(G) számokat, ha 

() G-C, 

(ü) G— Ka, 

(iii) G egy egyszerű páros gráf az (ui, ... Un) és (vi , Un) színosztályok- 

kal, amelyben u; és vj akkor és csak akkor összekötött, ha í c j. 

3.13.15. Határozzuk meg a következő gráfokban a teljes párosítások számát: 

(a) Ka 

(b) Kin 

(c) Knn-ből hagyjuk el egy teljes párosítás éleit. 

(d) Az alábbi ábrán látható, 2n pontú gráf: 


a 0 ál ES E B 


3.13.16." Bizonyítsuk be, hogy egy adott G gráf esetén az n4(G) számok tog- 
konkávok. (Egy pozitív valós számokból álló (s:ji-i sorozatot akkor nevezünk 
logkonkávnak, ha minden i — 2, ... ,(— 1 indexre s? 2 s3-15441, azaz a (log szei 
sorozat konkáv, amennyiben a logaritmus alapja 1-nél nagyobb szám.) 








4. Vonalak, körök és utak 


Euler-vonal e Euler tétele e A kínai postás problémája e Hamilton-kör s Dirac- 
tétel e Áz utazó ügynök problémája s Approximációs algoritmusok 


4.1. Euler-vonal 


Emlékeztetőként felidézzük, hogy egy vonal egy G gráfban egy olyan séta, 
amely minden élen legfeljebb egyszer halad át. Egy vonalat szemléltethetünk úgy, 
hogy az egyik csúcsból kiindulva ceruzánkat egy élen végighúzzuk, majd az így 
elért pontból egy másik élt rajzolunk meg és így tovább. Ha az eljárás folyamán 
ügyelünk arra, hogy egyetlen élt se húzzunk duplán, akkor ceruzánk egy vonalat 
követett, és közben lerajzolta a gráf egy részét. Természetes kérdés (és ismert fej- 
törő), hogy egy gráf mikor rajzolható meg így, , a ceruzánk felemelése nélkül". Ez a 
kérdés ekvivalens azzal, hogy mikor van a gráfban olyan vonal, amely a gráf összes 
csúcsát és élét tartalmazza. Ilyen vonal létezésének vizsgálata a legrégebbi gráfel- 
méleti problémának tekintett kérdés. Eredetileg a probléma Königsberg városában 
merült fel. A város egy folyó partjain és két szigetén épült. A partok és szigetek 
között hét híd van. A város lakói között fejtörő kérdés volt, hogy lehet-e találni 
sétautat úgy, hogy minden hídon pontosan egyszer haladjunk át. Ez ekvivalens az- 
zal, hogy a térképet leíró gráfban létezik-e az összes élt tartalmazó vonal (1. fejezet 
III. probléma). A probléma megoldása L. Euler nevéhez fűződik. Róla nevezték el 
a probléma mögött rejlő fogalmat. 

4.1.1. Definíció. Legyen G egy gráf és S egy vonal benne. § egy Euler-vonal, ha 
E(5) - E(G), és V(S) — V(G). 
5 egy zárt Euler-vona! vagy Euler-körvonai, ha Euler-vonal és zárt. 


Megjegyzés. Az a séta Euler-vonal, amely minden élen pontosan egyszer halad át. 
Zárt Euler-vonal esetén a séta kezdő- és végpontja azonos. Különböző gráfelméleti 
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csak az a feltétel szerepel, amely szerint a vonal az összes élen pontosan egyszer 
halad át. Ez a definíció csak abban különbözik a fent adottól (amely megköveteli, 
hogy a vonal az összes ponton is áthaladjon), hogy ennek eleget tevő gráfok izolált 
csúcsokat is tartalmazhatnak. Ez a lehetőség a későbbiekben csak arra lenne jó, 
hogy tételeinkben ezt az esetet mellékfeltételekkel kizárjuk. 


Euler-vonal keresésének problémáját először , relaxáljuk" és csak , hosszú" 
vonal keresését tűzzük ki magunk elé. A legtermészetesebb mód egy hosszú vonal 
keresésére egy tetszőleges vonal hosszabbítása, amíg lehetséges. 

Hogyan lehet egy vonalat hosszabbítani? Két módszert mutatunk. 

Az elsőt triviális bővítésnek nevezzük: Egy V — ug, €1. V1, €2, V2, . . .s V£—11 EE 
ve vonal esetén, ha találunk olyan e — vev élt, amely nem eleme az (ei, e2, . . . , ee) 
halmaznak, akkor a V vonal után beiktathatjuk az e élen való végighaladást és így 
egy V" — vo, e1, VI, 2, V2, . . . , Ve-.1, €és Vé, e, V vonalhoz jutunk. Azt mondjuk a V" 
vonalat a V vonalból triviális bővítéssel kaptuk. 

Adott V esetén természetesen több lehetőség is fennálhat a triviális bőví- 
tés végrehajtására. Bármelyik lehetőség végrehajtásával a kiinduló vonal hosszát 
eggyel megnöveljük. 

Egy hosszú vonalat kereső eljárás lehet a következő: Tetszőleges vonalból ki- 
indulva próbálkozunk a triviális bővítés végrehajtásával. Ha találunk erre módot, 
akkor elvégezzük és a bővített vonallal dolgozunk tovább addig, amíg olyan vo- 
nalhoz nem jutunk, amely triviális bővítésére már nincs lehetőség. Ezt az eljárást 
mohó vonal növelési algoritmusnak nevezzük. 


4.1.2. Lemma. Legyen G egy gráf, v € V(G) egy csúcs és V egy v-ben kezdődő 
vonal. V-ből kiindulva végezzük el a mohó vonal növelési eljárást. Tegyük fel, hogy 
az eljárás egy u csúcsba vezető vonaliai akad el, Ekkor v fokszámánok paritása 
szerint a következő két eset lehetséges. 

(i) Ha d(v) páros, akkor u vagy egy páratlan fokú csúcs, vagy u — v. 

(ii) Ha d(v) páratlan, akkor u egy v-től különböző páratlan fokú csúcs. 


Bizonyítás. (i) Feltehetjük, hogy u / v. Sétáljunk végig a vonalon és ha u-ba 
beléptünk, akkor a belépő élre, u közelébe írjunk egy 1-est, továbbá az u-ból való 
kilépésnéi a kilépő élre, u közelébe írjunk egy 1-est. Egyrészt d(u) darab 1-est 
írtunk le. Valóban, az u-ra illeszkedő élvégek mindegyikére írtunk egy 1-est (el- 
járásunk elakad, így minden u-ra illeszkedő élen áthaladtunk), továbbá az u-ra 
illeszkedő élvégek mindegyikére legfeljebb egy 1-est írtunk (egy vonalat jártunk 
be). Másrészt u látogatásainál (u-n történő áthaladásokkor) két 1-est írtunk (egy 
belépőt és egy kilépőt), míg az elakadás előtt egy utolsó (belépő) 1-est jegyeztünk. 
Azaz a lejegyzett 1-esek száma páratlan. A kétféle gondolatmenet összevetéséből 
adódik, hogy u foka páratlan. 
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(ii) az (i) ponthoz hasonlóan indokolható. u 


4.1.3. Következmény. Tegyük fel, hogy a G gráf minden pontjának foka páros. Ek- 
kor egy tetszőleges v-dől induló V vonal mohó vonal növelési eljárása zárt vonalhoz 
vezet, azaz olyan V vonalat ad, amely utolsó (elakadási) pontja v. 


A második bővítési módszerünket a betoldásos bővítésnek nevezzük: Egy 
V — ug, €j, VL, €2, V2, ..., Ug—1, €z, Ve vonal esetén, ha találunk olyan K — ug, 
fi. 1, fa; U2, ...s Ut—1, fe. uz körvonalat (uo — ur), amely élei nem szerepel- 
nek V-ben (fe1,e2,....egy MT fi, f2...., fe) — 0), továbbá uo-at érinti a V vo- 
nal (uo € (vo,vi,...,veh, azaz valamely í-re ug — v;). akkor V bejárását meg- 
szakíthatjuk uo-ban, ekkor bejárhatjuk a X körsétát, amely , kitérő" után befe- 
jezhetjük V vonal végigkövetését. Így egy új V" — vo, e1, VI, e2,U2,...,égVi 7 
0, fi 41, fas 2... tn fest — 0 — Viz, Biga Vir : - , ) Vé-14 €4, Ve VONalat ka- 
punk. 

Most visszatérünk az Euler-vonal létezésének problémájához. Az alábbi tétel 
leírja, karakterizálja azokat a gráfokat, amelyekben létezik zárt Euler-vonal. 


4.1.4. Tétel. (Euler tétele) Legyen G egy gráf. G-nek akkor és csak akkor van 
zárt Euler-vonala, ha G összefüggő, és minden fokszáma páros. 


Bizonyítás. A feltétel szükségessége nyílvánvaló. 

Legyen G egy összefüggő gráf páros fokszámokkal. Legyen V egy tetszőleges 
vonal G-ben, amely nem Euler-vonal. Belátjuk, hogy V vagy triviális módon, vagy 
beszúrásos módon növelhető. Ebből adódik a bizonyítandó. Sőt egy egyszerű 
algoritmus ig adódik Euler-vonal keresésére az igazolásunk konstruktív módjából: 
Egy tetszőleges kiinduló vonalat növelünk a fenti két mód valamelyikével. Ezt addig 
ismételjük, amíg tehetjük. Állításunk szerint egy Euler-vonalhoz kell jutnunk. 

Feltehető, hogy V triviális módon már nem növelhető, azaz a mohó vonal 
növelési algoritmussal nyert vonal. Lemmánk szerint V-nek zárt vonalnak keil lenni. 

Feltevésünk szerint E(V) $ E(G). Legyen G" — G — E(V), azaz az V által be 
nem járt élek (és G pontjai) által alkotott gráf. Ekkor G" minden foka is páros. 

Legyen z egy olyan pont G-ben, amelyen V áthaladt és nem izolált pont G- 
ben. (Azaz x-re illeszkedik V által bejárt és be nem járt él is.) Ilyen pont létezik, 
hiszen G összefüggő. x-ből, mint egy 0 hosszú vonalból indulva ismét alkalmazzuk 
a mohó vonal növelési eljárásunkat a G" gráfban. Lemmánk szerint egy K zárt 
vonalhoz jutunk. X a G" egy zárt vonala, így szükségszerűen éldiszjunkt V-től. Így 
kapjuk, hogy V beszúrásos módon növelhető. 

Ebből az állítás adódik. u 
Megjegyzés. 1) A tétel kimondása és bizonyítása könnyen módosítható úgy, hogy 
Euler-vonal létezésére adjon szükséges és elégséges feltételt. Ennek kidolgozása az 
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egyik feladat lesz. 


2) Ha V-t egy , maximális hosszú" vonalnak választjuk, akkor az első 
abetoldás? után ellentmondásra jutunk. A fenti tárgyalásnak az az előnye, hogy 
algoritmikus. Nem bővíthető vonalat nagyon könnyű találni. Maximális hosszú 
vonal keresése hasonló nehézségű problémának tűnik, mint annak eldöntése, hogy 
egy adott gráfban van-e Euler-vonal. A feladatok között egy , nem betoldós" algo- 
ritmust is ismertetünk. 

A tétel értelmezhető úgy is, hogy a , nem összefüggőség" mellett egyetlen 
akadály van, amely megakadályozza Euler-körvonal létezését: , páratlan fokú csúcs 
létezése". Ezt nevehetjük Euter-akadálynak. 


4.1.5. Definíció. Egy gráfot Euler-gráfnak nevezünk, ha nincs benne páratlan 
fokú pont. 


Megjegyzés. Az irodalomban igen változatosan definiálják az Euler-gráf fogalmát. 
Mi a lehető legegyszerűbb (így legszélesebb gráfosztályt megadó) definíciót válasz- 
tottuk. 


Tehát egy G gráfban akkor és csak akkor van zárt Euler-vonal, ha G összefüggő 
Euler-gráf. 


Feladatok 
4.1.6. Lerajzolhatók-e az alábbi ábrák ceruzánk felemelése nélkül úgy, hogy min- 
den vonalon csak egyszer haladjunk végig? 








4.1.7. A következő gráfok közül melyekben van Euler-vonal? Melyekben van zárt 


Euler-vonal? 
Kr. Krum Sn1 Pn Cn- 


4.1.8. Bizonyítsuk be, hogy egy G gráfban akkor és csak akkor van Euler-vonal, 
ha G összefüggő, és legfeljebb két pontja páratlan fokú. 
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4.1.9. Bizonyítsuk be, hogy egy G gráfban akkor és csak akkor van olyan vonal, ami 
az összes élt tartalmazza, ha Glerc) összefüggő, és maximum két pontja páratlan 
fokú. 
4.1.10. (Fleury algoritmusa) Az algoritmus inputja egy G összefüggő gráf, amely 
minden pontjának fokszáma páros. Az algoritmus folyamán egy vonalat növelünk 
a G gráf tetszőleges z pontjából kiindulva. Az algoritmus i-edik lépése (az i-edik él 
vonalhoz csatolása) után a vonalunk legyen V;. Legyen G; a Glprgyvew) gráf, azaz 
a V; által be nem járt élek által feszített gráf. Ezek után leírjuk az algoritmust, azaz 
azt, hogy V; — (z — Xo, ei, T1, €2, . . . , es, T4) ismeretében hogyan kereshetjük meg 
a következő bejárandó élt. Legyenek fi, fo,..., fa az x-re támaszkodó, G;-beli 
(bejáratlan) élek. Legyen f ezek közül egy olyan, amelyre G; — f összefüggő. Ha 
ilyet. találunk, akkor legyen V41 a V; vonalhoz az f él hozzáfűzésével nyert vonal. 
Az algoritmus leáll, ha nem tudtuk V;44-et definiálni, vagy E(Vi41) - E(G). 
Bizonyítsuk be, hogy az algoritmus egy zárt Euler-vonalat talál G-ben, azaz 
az algoritmus leállása mindig E(V:41) — E(G) esetén történik. 
4.1.11. Jellemezzük azokat a G gráfokat és bennük lévő v csúcsokat, amelyekre v- 
ből indulva egy vonallal való lerajzolásukat , nem lehet elhibázni", Azaz tetszőleges 
v-ből induló vonal, ha nem tartalmazza az összes élt, akkor folytatható. 
4.1.12. Legyen G egy gráf, amelyben minden csúcs fokszáma páros. Bizonyítsuk 
be, hogy G élhalmaza körök élhalmazainak diszjunkt uniója. 
4.1.13. Egy összefüggő G gráfban 2k (k 2 1) pontnak van páratlan foka. Bizonyít- 
suk be, hogy G élhalmaza előáll k darab éldiszjunkt vonal uniójaként. Előállítható- 
e kevesebb vonal felhasználásával is? 
4.1.14. Fogalmazzuk meg és bizonyítsuk be a fenti öt feladat eredményeinek írá- 
nyított változatát. 
4.1.15. Legyen G egy összefüggő, legfeljebb két páratlan fokú ponttal rendelkező 
síkgrát. Bizonyítsuk be, hogy G lerajzolható a ceruzánk felemelése nélkül úgy, 
hogy a rajzolt vonal nem halad át önmagán (vagy másképpen kifejezve: amikor 
egy csúcson halad át ceruzánk, akkor az áthaladás , lekerekíthető" úgy, hogy a 
vonalunk egyáltalán ne messe önmagát). 
4.1.16. Bizonyítsuk be, hogy ha egy gráf minden pontjának foka páros, akkor 
irányítható úgy, hogy dt(z) — d7(x) legyen minden 2-re. 
4.1.17. Legyen G egy összefüggő gráf. Legyen S egy olyan séta, amely minden 
élt tartalmaz, és minimális élszámú az ilyen séták között. Bizonyítsuk be, hogy § 
egyetlen élen sem halad át kettőnél többször. 
4.1.18. A G gráfban van zárt Euler-vonal. Bizonyítsuk be, hogy L(G)-ben is van 
zárt Euler-vonal. Igaz-e a feladat állításának megfordítása? 
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4.2. A kínai postás problémája 


Egy összefüggő gráf élein akarunk sétálni úgy, hogy minden élt érintsünk 
és a kiinduló pontba térjünk vissza. Célunk a séta hosszának minimalizálása. Ha 
szerencsések vagyunk, akkor ezt meg tudjuk úgy oldani, hogy minden élen pontosan 
egyszer haladjunk át. Euler tétele azt mondja ki, hogy ez akkor és csak akkor 
tehető meg, ha a gráf minden fokszáma páros. Ha ez a feltétel nem teljesül, akkor 
biztos, hogy egy vonallal nem tudunk célt érni, egyes élek többszöri bejárására is 
szükségünk van. 

Ez a feladat a következő optimalizálási kérdést veti fel: Adott egy összefüggő 
gráf, keressünk olyan S zárt sétát, amelyre E(S) — E(G), és S hossza minimális. 
Ennek a problémának a súlyozott változatát a kínai postás problémájának nevezik. 


4.2.1. Definíció. Adott egy G összefüggő gráf és egy I: E(G) — RT távolságfügg- 
vény. Egy 5 — (To, €1, T1, : - - , és, 75) séta esetén H(5) — )27- He:). A kínai postás 
problémája a következő, a G összefüggő gráfra vonatkozó optimalizálási kérdés: 


min(4(5) : § zárt séta és E(S) — E(G)h- 


Megjegyzés. A probléma egyik első tanulmányozója Mei-ko Kwan kínai matemati- 
kus volt. A problémához fűzött szokásos motivációban a gráf egy városrész térképe 
(az élek utcák), a sétát egy postás keresi, akinek az összes utcán végig kell mennie, 
és a kiindulási helyére (postaépület) kel! visszaérkeznie. Mei-ko Kwan elismerésére 
nevezték el a problémát a kínai postás problémájának. 


A probléma csak összefüggő gráfok esetén érdekes. A fejezet további részeiben 
a G gráfról feltesszük, hogy összefüggő. 

Legyen § — (zo, et, T1,. : . , £ss 15) egy séta G-ben, amelyre E(G) — E(S). A 
séta definiál egy us multiplicitásfüggvényt G élein: 


tis(e) — (i : ez — ej]. 


Az E(G) - E(5) feltevésünk alapján us(e) 2 1 minden e él esetén. Ha us(e) — 1 
minden e él esetén, akkor 5 egy Euler-vonal. 

Definiálunk egy Gs gráfot. Ehhez G-ből indulunk ki, majd minden e éle 
helyett us(e) darab párhuzamosan futó élt rakunk. A most hozzáadott élek mind- 
egyikének hossza azonos i(e)-vel. Ugyanehhez a gráfhoz jutunk, ha minden e él 
mellé jig(e) — 1 darab, vele párhuzamos élt rakunk. Azaz Gs felfogható úgy is, 
mint GÜG", ahol G és G" csúcshalmaza azonos, G"-ben két pont csak akkor lehet 
összekötve, ha G-ben össze vannak kötve, és a diszjunkt unió azt jelenti, hogy a két 
gráf élhalmaza diszjunkt. (,G" minden e € E(G) élt us(e) — 1-szer tartalmaz" .) 
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Könnyen látható, hogy a G-beli S sétának megfelel egy Gs-beli §" vonal, 
Esetünkben ennek egy zárt Euler-vonalnak kell lennie. Könnyen ellenőrizhető, 
hogy (S) — (59) — KE(G)) 4 KE(G)). 

Tehát feladatunk egy olyan G" keresése, amely G-ből bizonyos élek elhagyá- 
sával, bizonyos élek többszörözésével nyerhető, és G, G" éldiszjunkt uniója egy 
Euler-gráf. Ez utóbbi feltételt a, következőképpen is megfogalmazhatjuk: G-ben és 
G"-ben a páratlan fokú pontok halmazának azonosnak kell lennie. Tehát ha Pa G 
gráf páratlan fokú pontjainak halmaza, akkor a keresett G" gráfra az a feltételünk, 
hogy ebben pontosan a P halmaz pontjainak legyen páratlan a foka. 


Megjegyzés. A fentiekben E(G")-t úgy is felfoghatjuk, mint az E(G) alaphalmaz 
feletti multihalmazt. 

Mint láttuk, a gráfra a feltételünk, hogy páratlan fokszámú pontjainak hal- 
maza előírt legyen. Az adott optimalizálási feladat miatt ebből egy érdekes kö- 
vetkeztetést tudunk levonni: Az optimum esetén G"-ben G egyetlen éle sem lesz 
többszörözve. Hiszen ha lenne duplázott él a G" gráfban, akkor két élt egyszerre 
elhagyva és így a G" gráfhoz jutva a pontok fokszámának paritása nem változna. 
Tehát a G" gráfot is figyelembe veszi a kínai postás, ami nyilvánvalóan , megveri" 
a G" gráfból eredő lehetőséget. Tehát az optimális körséta esetén a postásnak egyik 
utcát sem kell 2-nél többször bejárnia. A megjegyzést, érdekessége ellenére, nem 
fogjuk használni. 

Összefoglalva az eddigieket, a következő probléma előtt állunk: 

Adott egy G összefüggő gráf, amely páratlan fokú pontjainak halmaza P. 

Keresünk egy olyan G" gráfot, amelynek élhalmaza egy E(G) feletti multihal- 
maz, páratlan fokú pontjainak halmaza P, és éleinek összhossza minimális. 





4.2.2. Lemma. Legyen H egy tetszőleges gráf, és () a páratlan fokú pontjainak 
halmaza (]O] páros szám, 2k). Ekkor H tartalmaz Pi, P;, . . . , Pa. éldiszjunkt utakat 
úgy, hogy a P, utak végpontjainak halmaza éppen 0. 


Bizonyítás. Legyen g € ? tetszőleges elem (páratlan fokú pont H-ban). Vegyünk 
egy 4-ból induló maximális (nem bővíthető) vonalat, V-t. Könnyen meggondol- 
ható, hogy V végpontja 0 egy a-tól eltérő g" pontja. Legyen P egy gg/ út, amelyre 
E(P) c E(V). Ezt a P-t választjuk Pp-nek. Ezek után legyen G2 - G — E(P.). 
Könnyen látható, hogy G2 páratlan fokú pontjainak halmaza O ) (a, 97). Az eljá- 
rásunkat ismételve megkonstruálhatjuk a F?, Pz, . . . utakat is. a 


Megjegyzés. P. egy út H-ban, amelynek két végpontja H két különböző eleme. 
A bizonyításban a Pi út létezését , vonalnövelésse!" bizonyítottuk. Ezzel egy al- 
goritmushoz is jutottunk, amely a lemma. által biztosított útrendszert megtalálja. 
Természetesen más módon is érvelhetünk. Egy másik könnyen áttekinthető mód 
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az indirekt módszer. Ha megfelelő P, nem létezik, akkor H összes páratlan fokú 
csúcsa különböző komponensbe esik. Ez nem lehetséges, mert ha egy páratlan pont 
egy komponensbe esik, akkor ez a komponens tartalmaz más páratlan fokú pontot 
is annál fogva, hogy a komponensben a páratlan fokú csúcsok számának párosnak 
kell lenni. 


Megjegyzés. A fenti lemmát alkalmazva G"-re kapjuk, hogy ez tartalmaz bizonyos 
típusú részt. Az optimalizálási kérdést visszaidézve ennél erősebben is fogalmaz- 
hatunk: az optimumot szolgáltató G" élhalmaz k darab lemmabeli út éldiszjunkt 
uniója lesz. Hiszen ezen utak uniója a fokszámfeltételeket kielégíti, azaz a költség- 
minimalizálás miatt nem is tartalmaz más élt. 


Ezek után már könnyen megfogalmazhatunk egy algoritmust: 


4.2.3. Algoritmus. (A kínai postás algoritmusa) 
Input: Egy G összefüggő gráf és egy / távolságfüggvény. 
Output: Egy § séta, amelyre E(S) — E(G), és I(S) minimális az ilyen séták között. 

1. lépés: G-ben meghatározzuk a páratlan fokú pontok (? halmazát. 

2. lépés: (2 összes u, v pontpárjára meghatározzuk a legrövidebb uv utat, Puw-t 
(lásd Dijkstra algoritmusát). 

3. lépés: Felépítjük a. következő S súlyozott segédgráfot: S mint gráf egy teljes 
gráf lesz a ? ponthalmazon. Egy uv él súlya I(P..) lesz. 

§5-ben meghatározzuk a legkisebb költségű teljes párosítást, M-et. 

4. lépés: Az M által meghatározott pontpároknak a 3. lépés alapján megfelelnek 
P, utak. Ezek éldiszjunkt unióját hozzáadjuk G-hez. Az így kapott gráfban 
zárt Euler-vonalat keresünk. Ennek megfelel egy séta G-ben. Ez lesz az 
outputunk. 


Az eddigiekből nyilvánvaló az alábbi lemma. 
4.2.4. Lemma. A fenti algoritmus outputja helyes. 


Megjegyzés. Amennyiben az 1. lépésben ? — 0 adódik, akkor a 2—3. lépés sem- 
mitmondó lesz. Így az egész algoritmus egy Euler-vonal keresésére korlátozódik. 


Feladatok 


4.2.5. Bizonyítsuk be, hogy a kínai postás problémáját megoldó algoritmus 3. lé- 
pésében talált, teljes párosítás éleinek megfelelő utak automatikusan éldiszjunktak 
lesznek. 
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4.3. Hamilton-utak, Hamilton-körök 


4.3.1. Definíció. Egy G gráf C körét Hamilton-körnek nevezzük, ha C a G gráf 
összes csúcsán áthalad. 

Egy G gráf P útját Hamilton-útnak nevezzük, ha P a G gráf összes csúcsát 
érinti. 


A következő alapkérdést vizsgáljuk meg: Adott egy gráf. Tartalmaz-e Hamil- 
ton kört? 

A döntési kérdésre kétféle válasz lehetséges: igen vagy nem. Áz igen válaszra 
frappáns indoklás is adható: femutatunk egy Hamilton-kört. (Most nem vetjük fel 
azt a természetes kérdést, hogyan is található meg egy ilyen ,, bizonyítás".) A nem 
válasz indoklása már problémásabb. Korábbi anyagrészek tárgyalása után sejtjük, 
hogy bizonyos akadályok felismerése hasznos lehet. Természetesen, ha az adott G 
gráf nem összefüggő, akkor ez a tulajdonság megakadályozza Hamilton-kör létezését 
(Hamilton-útét is). Egy Hamilton-kör létezése mutatja, hogy G alapgráfunk szük- 
ségszerűen kétszeresen összefüggő. Tehát a G gráf nem kétszeres összefüggősége 
megakadályozza Hamilton-kör létezését (Hamilton-út esetén más a helyzet). Ne- 
hezebb észrevenni a következő feltételt: Egy Hamilton-kör létezése mutatja, hogy 
G alapgráfunkból tetszőlegesen hagyunk el egy S ponthalmazt a. maradék gráf 
komponenseinek száma nem haladhatja meg ]§]-t. Tehát ezen feltétel hiánya is 
megakadályozza Hamilton-kör létezését. Sajnos ez az akadályrendszer nem teljes. 
Példák adhatók olyan gráfokra, amelyek nem tartalmaznak fenti típusú felsorolt 
akadályokat, mégsem tartalmaznak Hamilton-kört. Ezek esetén a Hamilton-kör 
létézését más akadályozza meg. Egy teljes akadályrendszer hatékony leírása mind 
a mai napig nem ismert. Sokak szerint ez a Hamilton-kör problémájának nehézsé- 
géből ered, amely ilyen karaketerizáció létezését kizárja. 

A következőkben csak egy klasszikus tételt ismertetünk, ami Hamilton-kör 
létezésére ad egy elégséges feltételt. Bizonyításunk a fenti értelemben egy bizonyí- 
tékot is ax, azaz konstruktív, algoritmikus módon mutatjuk meg a Hamilton-kör 
létezését. 

Az eredményhez több lépésben jutunk el. Először csak Hamilton-utat, il- 
letve még pontatlanabbul fogalmazva hosszú utat keresünk. Módszerünk a. leg- 
egyszerűbb lesz: egy már létező utat próbálunk meghosszabbítani. Legyen P : 
Vo, €1, 01. 22, U2, .. .,V6-15 2g, Ve egy G-beli £ hosszú út. P triviális bővítésén a kö- 
vetkezőt értjük. ve-nek keresünk egy olyan v szomszédját, amely nem szerepel a P 
úton. Ha ilyen v csúcsot találunk, akkor a P utat leíró sorozatot meghosszabbítjuk 
a vev éllel és a v csúccsal. Az így kapott P" útra azt mondjuk, hogy P-ből triviális 
bővítéssel kaptuk. Ha egy vo-ból induló P utat triviális módon növelünk, amíg el 
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nem akadunk, akkor azt mondjuk, hogy mohó útnövelést végzünk. A mohó útnő- 
velés végén egy szintén va-ból induló P utunk lesz, amelyre teljesül, hogy másik 
végpontjának összes szomszédja Pra esik. 

Első megfigyeléseinket a következő lemmában összegezzük. 


4.3.2. Lemma. Ha egy d minimális fokú egyszerű gráfban egy tetszőleges utat 
mohó módon megnövelünk, akkor elakadáskor egy legalább d hosszú úthoz jutunk. 


Bizonyítás. Valóban, az outputút végpontjának legalább d szomszédja van, ame- 
lyek mindegyike az outputútra esik. u 


Sajnos a lemma éles, hosszabb út kereséséhez a fenti ötleteknél többre van 
szükségünk. Az előre mutató ötletünk is egyszerű lesz. A mobó eljárás elaka- 
dásánál több olyan élt is találunk, amely az út végpontjából az út egy pontjába 
vezet. Egy P : V0,€1, UL, £2, 02, . . . ,Ve—1: é£, Ve út esetén egy e — vev, él (i c£— 1) 
lehetőséget ad a P út módosítására. Lerajzolva a fenti helyzetet előttünk lesz 
egy P" : vo, e1, V1, €2, V2- 56-15 €i, Vis €, Vé, €f—1VE—1 - . . Vi4.2€141V441. Út ÍS. Ennek 
hossza, kiinduló pontja és ponthalmaza azonos P-ével. Végpontja azonban más 
lesz és a végpont nagyon fontos szerepet játszott a triviális bővítésben. Ha P útról 
áttérünk (alkalmas e él megtalálása esetén) a P" útra, akkor a P út csavarásáról 
beszélünk. Az ii — £— 1 esetet is megengedhetjük. Ekkor P" — P lesz (azaz min- 
den út felfogható mint önmaga csavart változata). Ha egy P út z végpontjának d 
szomszédja van P-n, akkor utunknak d csavart változata lehetséges (ezek közül egy 
maga P, amely az út menti szomszédból eredeztethető). Így kiinduló pontunkból 
az adott hosszú utak végpontjaira d lehetőséget találhatunk. Előttünk van egy mó- 
dosított mohó algoritmus hosszú út keresésére: Induljunk ki egy tetszőleges útból 
és triviális módon bővítsük, ha lehetséges. Ha nem lehetséges, akkor nézzük meg az 
összes csavarási lehetőséget és a csavart példányokat próbáljuk meg triviálisan bő- 
víteni. Ha valamelyik lehetőség beválik, akkor térjünk át a meghosszabbított útra 
(ekkor azt mondjuk, hogy P-t csavart módon bővítettük) és ismételjük eljárásunkat 
amíg el nem akadunk. Elakadás esetén leállunk. 

A következő lemma egy nagyon fontos észrevételt tartalmaz. 


4.3.3. Lemma. Egy G egyszerű gráf minden csúcsának legalább IVI/2 a foka. 
Ekkor G tetszőleges útja, amely nem Hamilton-út triviális vagy csavart módon nő- 
velhető. 


Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a lemmabeli x-ben végződő P út triviális módon nem 
növelhető. Ekkor 2 összes szomszédja P-re esik. Így legalább [VI/2 csavart P lesz. 
Ezek végpontjai P ponthalmazának egy legalább [V]/2 elemű W részhalmazát 
alkotják. Legyen r" egy tetszőleges P-n kívüli csúcs. x" szomszédainak száma 
legalább [V]/2. Így z7-nek van W-be eső szomszédja. Ehhez a szomszédhoz tartozik 
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egy itt végződő csavart változata P-nek, amely eszerint triviálisan bővíthető z"-vel. 


§ 
4.3.4. Következmény. — Legyen G egy egyszerű gráf, amely minden csúcsának 
legalább IVI/2 a foka. Ekkor G-ben van Hamilton-út. 


Most térjünk át adott Hamilton-út esetén Hamilton-kör keresésére. Ha 
Hamilton-utunk kezdő és végpontja összekötött egy úton kívüli éllel, akkor egy 
Hamilton-kör áll előttünk. Ezt a Hamilton-út triviális bezárásának nevezzük. Ha 
Hamilton-utunk triviális bezárása nem lehetséges, akkor más Hamilton-úttal pró- 
bálkozhatunk. A Hamilton-utunkat megcsavarhatjuk és a lehetséges csavarások 
egy-egy új lehetőséget adnak a bezárásra (csavart bezárás). A következő tétel 
összegzi gondolatmenetünk eredményét. 


4.3.5. Tétel. (Dirac tétele) Legyen G egy egyszerű gráf, amelynek minden foka 
legalább IV(G)I/2, és pontjoinak száma legalább 3. Ekkor G tartalmaz Hamilton- 
kört. 


Bizonyítás. Láttuk, hogy feltételeink mellett létezik Hamilton-út G-ben. (Valójá- 
ban azt is láttuk, hogy található meg egy ilyen út.) Legyen P — (vo, e1, V1, ez, . .., 
€n-1, Vn—1) egy Hamilton-út G-ben (n — [V(G)Y). vn-i összes szomszédja P-re 
esik. Így P-nek létezik d(vn-1) csavarása. A csavart Hamilton-utak mindegyike 
vo-ból indul és végpontjaik egy legalább [V]/2 elemű W csúcshalmazt alkotnak. va 
foka is legalább [V]/2, így vo-nak lennie kell olyan szomszédjának, amely W eleme. 
Ehhez az elemhez tartozik egy vo-ból induló csavart Hamilton-út, amely így bezár- 
ható (]VI 5 2). (Ha vo fenti szomszédja va-1, akkor a fenti csavart Hamilton-út 
maga P és a bezárás a P út triviális bezárása.) u 


Megjegyzés. Dirac-tétel fenti bizonyítása nem a lehető legrövidebb. Hatalmas elő- 
nye, hogy egy hatékony eljárást ad a tétel által garantált Hamilton-kört megkeresni 
szándékozók számára. A módosított mohó algoritmus egyszerűen programozható 
és a fentiek alapján egy Hamilton-utat talál. Ennek egy bezárása a lehetséges 
csavarások felsorolása után egyszerűen megtalálható. 
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Feladatok 


4.3.6. A következő gráfok melyikében található Hamilton-út? Melyikükben talál- 
ható Hamilton-kör? 


G H 


4.3.7. Bejárható-e a sakktábla lóugrásokkal úgy, hogy minden mezőre egyszer és 
csak egyszer lépünk és visszatérünk a kiinduló mezőre? 


4.3.8. Bástyával bejárható-e az n x m-es sakktábla a fenti módon? 


4.3.9. Egy 6 x 6-os sakktábla minden mezőjén áll egy törpe. A törpék egy adott 
mezőről csak az élben szomszédos mezők valamelyikére léphetnek. Mely törpék 
juthatnak el a jobb alsó sarokba úgy, hogy útközben a 36 mező mindegyikére 
egyszer és csak egyszer lépnek? 
4.3.10. Bizonyítsuk be, hogy ha egy S ponthalmazra G — 5-nek több komponense 
van, mint IS], akkor G nem tartalmaz Hamilton-kört. 

Mi a Hamilton-utakra vonatkozó analóg állítás? 





4.3.11. Legyen d4 £ d2 £ ... £ dn egy egyszerű gráf fokszárnainak sorozata. 
Tegyük fel, hogy k € n/2 esetén d, 2 k 4 1 (Pósa-feltéte). Bizonyítsuk be, hogy 
ekkor G-ben van Hamilton-kör. 

4.3.12. Bizonyítsuk be, hogy egy Ő gráfban akkor és csak akkor van irányított 
zárt Euler-vonal, ha T(0)-ben van Hamilton-kör. Igaz-e a feladat irányítatlan 
változata? 


4.4. Az utazó ügynök problémája 


Az előző fejezet rövidsége sugallja, hogy a Hamilton-körök problémája nehéz 
kérdés. Ennek a látszólag nem matematikai állításnak a későbbiekben pontosabb 
értelmet is adunk. A probléma nehézsége ellenére a továbbiakban ezt általánosít- 


juk. 
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4.4.1. Definíció. Legyen K egy teljes gráf, és c: E(K) — R? egy költségfüggvény. 
A következő optimalizációs problérnát az utazó ügynök problémájának nevezzük: 
Határozzuk meg azt a. C Hamilton-kört, amelyre c(C) minimális. 


Megjegyzés. A probléma motivációja lehet egy utazó ügynök körútjának megter- 
vezése. Ez indokolja a probléma elnevezését is. 

Az, hogy az alapgráf egy teljes gráf, nem meglepő. Súlyozott gráfok esetén a 
hiányzó élek ítiitások) általában helyettesíthetők egy , elég nagy" súlyú éllel. Ha az 
elég nagy" fogalmát helyesen definiáljuk, akkor a kapott teljes gráfra vonatkozó 
optimalizálási probléma ekvivalens lesz az eredetivel. 


Ezen problémának egy speciális esetét vizsgáljuk. 
4.4.2. Definíció. — Legyen c:E(K) — R? egy költségfüggvény. e teljesíti a 
háromszög-egyenlőtlenséget, ha minden e — 2y, f — yz és g — zx élre cíe) He(f) 2 
2 elg). 


A továbbiakban minden költségfüggvényről feltesszük, hogy kielégíti a három- 
szög-egyenlőtlenséget. Még ebben az egyszerűsített formában sem támadjuk meg 
optirmalizálási feladatunkat. Az optimum helyett csak egy jól közelítő megoldást 
keresünk. 


4.4.3. Definíció. Legyen A egy algoritmus, amelynek inputja egy súlyozott teljes 
gráf, (K, c), outputja pedig A(K, c), egy Hamilton-kör. Legyen OPT(K, c) a mi- 
nimális költségű (optimális) Hamilton-kör. A egy a-approzimációs algoritmus, ha. 
alkalmas 8 valós számra minden c súlyfüggvény esetén 


c(OPT(K,c)) c c( AK,c)) £ a: c(OPT(K,c)) 4 B. 


Megjegyzés. Az a-approximációs algoritmus fogalma természetesen nem csak az 
utazó ügynök problémájára fogalmazható meg. Szó szerint ugyanígy kezelhető 
tetszőleges minimalízálási feladat. Természetesen módosítható a definíció maxima- 
lizációs feladatokra is. 


A következőkben két approximációs algoritmust ismertetünk a háromszög- 
egyenlőtlenséget kielégítő utazóügynök-problémára. 
ke ak 4 
4.4.4. Algoritmus. 
Input: (K, c), egy teljes gráf egy háromszög-egyenlőtlenséget kielégítő költségfügg- 
vénnyel. 
Output: Egy C Hamilton-kör K-ban. 
1. lépés: Keressünk meg egy T minimális költségű feszítőfát K-ban (lásd 
Kruskal-algoritmus). 
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2. lépés: Duplázzuk meg T minden élét, és az így kapott gráfban keressünk egy 
V zárt Euler-vonalat. Ez megfelel egy V zárt sétának K-ban. 

3. lépés: Legyen V — (Xo,e1,T1,...,€kvk) az előző lépésben nyert zárt séta. 
Definíciójából adódóan V érinti az összes csúcsot. Ha minden csúcsot ponto- 
san egyszer érint, akkor ez egy Hamilton-kör. Ha valamely csúcsot kétszer is 
érint (z; — xy, ahol i c j), akkor a következő operációt alkalmazzuk ismétel- 
ten: uz 2 

VO V"- (gos en 71. s, 761 TI—ATél a Ti4-1 s zs - 1 Cho Dr) 





4.4.5. ábra 


Az operációt a 4.4.5. ábrán szemléltetjük. Az ismételgetett alkalmazások után 

egy Hamilton-körhöz jutunk. Ez lesz az algoritmusunk outputja. 

4.4.6. Tétel. A fenti algoritmus egy 2-approxrimációs algorítmus az utazó ügynök 
protlémájára. 

Bizonyítás. Legyen V- 1. A... a 3. lépésben kapott sétasorozat. Tehát ú 
egy Hamilton-kör, az algoritmus outputja. A továbbiakban a Cout — 4 jelöléssel 
élünk. 

A 3. lépésben a sétán történő egyetlen módosítás sem növeli a költséget a 
háromszög-egyenlőtlenség miatt: c) 2 c(V/41). Ebből adódik, hogy c(Cow) S 
£ elf). 

Legyen Copt az optimális Hamilton-kör. Ebből egy élt elhagyva egy Hamilton- 
utat, egy speciális feszítőfát kapunk. Az algoritmus 1. lépésében meghatározott T 
feszítőfa minimális költségű volt, így: 


e(Cope) ? e(Copt — 2) 2 e(T). 


Másrészt ce(V) — 2c(T). Eredményeinket összefoglalva az állítást nyerjük. u 


A továbbiakban egy jobban közelítő, de bonyolultabb algoritmust ismerte- 
tünk. 
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4.4.7. Algoritmus. 
Input: (K, c), egy teljes gráf egy háromszög-egyenlőtlenséget kielégítő költségfügg- 
vénnyel. 
Output: Egy C Hamilton-kör K-ban. 
1. lépés: Keressünk meg egy T minimális költségű feszítőfát K-ban (lásd 
Kruskal-algoritmus). 
2. lépés: 
a) Legyen (2 a páratlan fokszámú pontok halmaza T-ben. Legyen [0] — 2k. 

b) Az input súlyozott teljes gráfot szorítsuk meg 0-ra. Így egy páros sok 
pontú, súlyozott teljes gráfhoz jutunk. Ebben keressük meg a minimális 
költségű teljes párosítást, M-et. 

c) Vegyük T és M éldiszjunkt unióját. A kapott gráfban legyen V egy 
zárt Euler-vonal. V megfelel egy V zárt sétának K-ban, amely az összes 
csúcson áthalad. 

3. lépés: Ismételjük meg az előző algoritmus 3. lépését, amely egy sétát körré 
transzformál a, költség növelése nélkül. 
4.4.8. Tétel. A fenti algoritmus egy 3/2-approrimációs algoritmus az utazó ügynök 
problémájára. 
Bizonyítás. Legyen v7- 1. Ü. Mr ü a 3. lépésben kapott sétasorozat. Tehát b 
egy Hamilton-kör, az algoritmus outputja. A továbbiakban a Cout — ü jelöléssel 
élünk. 

Akárcsak az előző algoritmus esetén, a háromszög-egyenlőtlenség miatt a 3. lé- 
pés alatt a költség nem nőhet: c(Oow) £ e(V). 

Legyen Copt az optimális Hamilton-kör. Ebből egy élt elhagyva egy Hamilton- 
utat, egy speciális feszítőfát kapunk. Az algoritmus 1. lépésében meghatározott 7 
feszítőfa minimális költségű volt, így: 

e(Cop) 2 e(Copt — €) 2 e(T). 

Nyilván c(V) — e(T) 4- elm). 

Az analízis befejezéséhez c(M) és c(Cop) értékét kell összehasonlítanunk. A 
0 halmaz 2k darab pontja a Cope kört 71, Ia, . . . , ax ívekre osztja (az ívek indexei 
a körön való sorrendjüket tükrözik). Mindegyik ív költségét alulról becsülhetjük 
a végpontjukat összekötő él költségével (a háromszög-egyenlőtlenség egy könnyű 
kiterjesztése). Így c(T1) 4 c(Ia) 4-- . 4e(Ta-1) és e(I2) 4 e(I4) 4 : : : 4 (Tok) egyike 
sem kisebb, mint egy-egy párosítás költsége, azaz legalább c(M). Így 


ellop) 2 2(M). 
Eredményeinket összefoglalva az állítást nyerjük. a 





5. Független ponthalmazok 


Független ponthalmazok e Becslések a(G)-re e Mohó algoritmus e Turán Pál 
tétele e Lineáris programozási módszerek 


5.1. Alapfogalmak 


A fejezet számára először felelevenítünk néhány központi definíciót. 


5.1.1. Definíció. Egy G gráf esetén az X C V(G) halmazt független halmaznak 
nevezzük, ha bármely e € E(G) esetén e-nek nincs mindkét végpontja X-ben. 


Ha az z pontra támaszkodik egy hurokél, akkor z nem szerepelhet egyetlenegy 
független halmazban sem. Tehát ha [ azon pontok halmaza G-ben, amelyekre 
nem támaszkodik hurokél, akkor Gly-nak ugyanazok a független halmazai, mint 
G-nek. Glv független halmazai csak attól függnek, hogy mely különböző pontok 
vannak összekötve. Ez azt adja számunkra, hogy a független halmazokra vonatkozó 
feladatok esetén minden probléma nélkül feltehető, hogy a gráfunk egyszerű. 

Nyilvánvaló, hogy minél több elemű független halmazt keresünk, annál nehe- 
zebb dolgunk van. Ez alapján a következő optimalizálási feladatot fogalmazhatjuk 
meg: 

5.1.2. Definíció. Legyen a(G) az a maximális k szám, amelyre G-ben van k elemű 
független ponthalmaz. 

Ezen fejezet fő célja az a(G) függvénnyel kapcsolatban felmerülő kérdések 
vizsgálata. 

Bevezetünk, illetve emlékeztetőül felidézünk néhány közeli gráfparamétert. 
Ezek a(6)-vel való kapcsolatát a feladatokban tárgyaljuk. 

5.1.3. Definíció. A G gráfban L C V(G) egy lefogó halmaz, ha tetszőleges e € 
F(G) élnek van £-beli végpontja. 
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5.1.4. Definíció. T(G) — min(ILI : L lefogó halmaz). 
5.1.5. Definíció. 

(G) — maxfIKI : Glx-ban bármely két pont össze van kötve). 


Feladatok 


5.1.6. 
a) Legyen G egy gráf, H azon pontok halmaza, amelyekre támaszkodik hurokél, 


6 -G- H, és G? a G gróf egyszerűsítettje. Ekkor 
w(GY-w(G), — a(Gyzató — T(G)Y—r(G9)-IHI. 


b) Legyen G egy gráf, és G1, G2, . . ., Gxk a komponensei. Ekkor 


a(G) — Tag T(G) — 9 T(GI), 
w(G) - max(u(6) eist dab 
c) Legyenek Bi, B2, . . . , Bi a G gráf blokkjai. Ekkor 
w(G) — maxíwíB;) : lőt. MENHESRE 1 c 
Megjegyzés. A fenti feladat alapján a legtöbb ar, illetve w-ra vonatkozó kérdés 


esetén feltehető, hogy a vizsgált gráf egy összefüggő egyszerű gráf. 


5.1.7. Bizonyítsuk be, hogy 
a) IV(GM— T(G) 4 a(6), 43 
b) egyszerű G gráf esetén a(G) — w(G) 


Megjegyzés. A fenti feladat azt mutatja, hogy a legtöbb esetben az a,T És w 
függvényekre vonatkozó feladatok ekvivalensek. 


5.1.8. Bizonyítsuk be, hogy 


a(G) £ E 4 /g VO - VEGYI -amtoni ; 
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5.2. Mohó algoritmus 


ÁAlgoritmustervezési problémák esetén a ,mohó filozófiával" már találkoztunk 
(és még találkozni fogunk). Most a maximális méretű független halmaz keresésére 
alkalmazzuk ezt a módszert. A mohó algoritmusunk első változata a, következő: 


5.2.1. Algoritmus. (Mohó algoritmus független ponthalmaz keresésére) 

Input: G egyszerű gráf. 

Output: A független ponthalmaz. 

Rendezési lépés: Rendezzük V(G) elemeit sorba (7): vi, v2, ..., ün (n IV (Gy). 
Inicializálás: Legyen A — §. A az algoritmus során bővülni fog. A minden lépésben 
egy független halmaz lesz. 

Döntési lépések: i — 1,2,...,n esetén eldöntjük, hogy az aktuális v, csúccsal 
bővítjük-e A-t. A döntés meghozatala egyszerű, amennyiben A bővíthető (a füg- 
Betlenség megtartásával), akkor bővítünk. 


Nyilvánvaló, hogy az algoritmus outputja egy független halmaz. 


Megjegyzés. Az algorítmus nem determinisztikus, hiszen a rendezési lépésben a 
választandó x permutációról nem kötünk ki semmit, az tetszőleges lehet. A per- 
mutáció kiválasztása után determinisztikus lépéseket teszünk. 


5.2.2. Definíció. Legyen amons,r(G) a fenti mohó algoritmus outputjának mérete, 
amennyiben a rendezési lépésben a mr sorbaállítást választjuk. 


Legyen D(G) a G gráf maximális fokszáma. Ezen paraméter segítségével 
könnyen megbecsülhetjük a mohó algoritmus outputjának méretét. 


5.2.3. Lemma. Tetszőleges m esetén cmensr(G) 2 Fenazb 

Bizonyítás. Nyilvánvaló, hogy az algorítmus outputja egy maximális (nem bővít- 
hető) független ponthalmaz. Az ebben szereplő csúcsok mindegyikéhez adjuk hozzá 
szomszédaik halmazát. Így legfeljebb D(6) 4 1 elemű ponthalmazokhoz jutunk 


(amons,r(G) darabhoz), amelyek lefedik a V(G) csúcshalmazt. . 


Ha a kiinduló gráf egy 1000 pontú csillag, és vi-et a csillag középpontjának 
választjuk, akkor az algoritmus outputja egy egyelemű halmaz lesz, ami nagyon 
messze van a maximális elemszámú független ponthalmaztól. 

Az algoritmus futására vonatkozó előbbi rossz példa könnyen kiküszöbölhető 
a következő módosítással: 


5.2.4. Algoritmus. (Minimális fokszám szerinti mohó algoritmus független pont- 
halmaz keresésére) 
Input: G egyszerű gráf. 
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Output: A független ponthalmaz. 

Iicialázálás: Legyen A — B. A az algoritmus során bővülni fog. A minden lépésben 
egy független halmaz lesz. Legyen N — V(G). N az eddig nem vizsgált pontok 
halmaza. Ez a halmaz az algoritmus folyamán csökkeni fog. 

Új pont választása: Legyen v a Gw gráf (egyik) minimális fokszámú csúcsa. Az 
aktuális v csúccsal bővítjük A-t. Hogy A függetlenségét megőrizzük, v szomszédait 
kizárjuk a további bővítéseknél szóba jövő csúcsok közül: N :— (Nep) 
(N(v) a v szomszédai által alkotott halmaz). Amennyiben N d, visszatérünk az 
új pont választásához. Ha N — 8, akkor az algoritmus leáll. íj 
Megjegyzés. Az , új pont választása" lépésben a Glw gráfban több pont fokszáma 
is lehet minimális. Ekkor a lépésben kijelölendő v csúcs nem egyértelmű. An- 
nak megfelelően, hogy több lehetőség esetén milyen stratégiával választunk, több 
változata is lehet az algoritmusnak. 

5.2.5. Definíció. Legyen őmon6(G) a fenti mohó algoritmus outputjának mérete. 
Megjegyzés. Az előző megjegyzés alapján €monc(G) nem jól definiált. Értéke függ- 
het attól a stratégiától, amely alapján kiválasztjuk azt a v csúcsot, amellyel bővít- 
jük az A halmazt. Ennek ellenére bevezetjük a fenti jelölést. Amikor az €nons(G) 
mennyiséggel dolgozunk, akkor állításainkat úgy kell érteni, hogy a módosított 
mohó algoritmus tetszőleges futásánál az output mérete eleget tesz a kívántaknak. 


Legyen d(G) a G gráf átlagos fokszáma, azaz 2/E(GYI/IV ÉG). 
5.2.6. Tétel. (Turán Pál tétele) Legyen G egy egyszerű gráf. Ekkor 


IV(AI 
ÁGAT 


Bizonyítás. Legyen a — Smenc(G). A minimális fokszám szerinti mohó algoritmust 
az A halmaz bővítései a darab fázisra osztják. Az 1-edik fázisban az N halmaz 
elemszáma d; 4 1 csúccsal csökken (d: — daiw(v), ahol N az A halmaz í — 1-edik 
elemének kiválasztása utáni aktuális N halmaz, és v az N halmaz egy minimális 
fokszámú csúcsa). 

Glw-ből elhagyva v-t és d; szomszédját az új GIN fokszámainak összege lega- 
lább d. (d; -H 1)-gyel csökkent. Így 


Ginonó(G) 2 


JEGI-ÜGVGYI 2 3 dilds 41), 


isk 


IE(0)I AD géle, 


rendezve 
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Az algoritmust a csúcsok elfogyásáig folytatjuk. Így 


IG D(g 41). 


íz1 


Legyen d; — d; -t 1. Ekkor a fentiek átírása: 
a fd 
moarrl 
szi 
kez e. 
WVGI- 34. 
6t 


Szavakkal: a IV(G)I számot a darab természetes szám (fd...) összegeként írtuk 
fel, amely számoknál az f(x) — (5) — z(z— 1)/2 függvényt kiértékelve a kapott 
függvényértékek összege IE(G)I-t alúlról becsli. Ebből kapjuk a következő becslést: 


a a 
EGY 2 min( 3 f(x) : z € NY mi — ÍV(G)I)- 
izi isi 
f grafikonja egy felfelé nyíló parabola, azaz egy konvex függvény. A Jensen- 
egyenlőtlenségből kapjuk, hogy 


Xf(waz 9) 
Fest 
ahol 7 — 3-1 y/a. 
. Esetünkben T — X9-i Ti IV(G)I/a, azaz f(7) — 1/2-IV(G)I/a-(1V(G)I/a— 
1). Összefoglalva 


IE(G)I 2 172: a :IV(G)[/a : (IV(G)[/a — 1). 
Rendezés után kapjuk a bizonyítandót. u 


"Megjegyzés. A fenti tétel több mint egy becslés a(G)-re. A garantált méretű 
független halmaz egy nagyon egyszerű algoritmussal meg is található. 


A min( 23-i Jíza) : Dai — IV(O)I) 2 a : f(Z) egyenlőtlenség éles. Ha 
mindegyik x; értéke 7, akkor egyenlőség teljesül. IE(G)I alsó becsléseként adott 
minimalizációs feladatban azonban szerepel az a plusz feltétel, hogy az z, számok 
természetes számok. Ezt figyelembe véve becslésünk javítható. Először egy hasznos 
fogalom bevezetésére lesz szükségünk. 
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5.2.7. Definíció. Az fr,j4-i természetes számok az n természetes szám k részre 
történő kiegyensúlyozott felbontása, ha az r; számok mindegyike n/k kerekítettje és 
az ír; a számok összege n. 

Megjegyzés. Ha k]n, akkor n/k egész szám és így egyetlen kerekítettje van, ön- 
maga. Ha k Jn, akkor n/k nem egész szám és így két szomszédos egész szám közé 
esik. Azaz két kerekítettje van (egy lefelé és egy felfelé kerekített érték). Ezen két 
érték közül kerülnek ki az r; számok. Ha mindegyik lefelé lenne kerekítve, akkor 
számaink összege k - (n/k ] lenne, ami n — k - [n/k]J-vel kevesebb az előírt összegnél. 
Ezt a felfelé kerekített értékek korrigálják. Azaz a k darab r; közül n — k - In/k] 
darab felfelé kerekített n/k érték van, a többi k — n -- k - In/k] darab szám lefelé 
kerekített n/k érték. Azaz minden esetben a lemma feltételei az ri, 72, . . . , Tk mul- 
tiplicitással tekintett számhalmazt egyértelműen leírják. (Valójában természetes 
dologról van szó, az egész számok körében szeretnénk az n szám k egyenlő részre 
osztásához kerülni, olyan közel amennyire ez lehetséges.) Könnyű ellenőrizni, hogy 
az (r: JE: számok akkor és csak akkor alkotják kiegyensúlyozott felbontását egy 
számnak (összegüknek), ha bármely két szám különbsége nem haladja meg egyet. 


5.2.8. Lemma. 
min() f(x) : zs e N, mi — IV(GII) — f(mi) 4 f(m2) 4... f(ma), 

iz íz] 

ahol mi, ma, ..., ma a IV(AI szám a részre történő kiegyensúlyozott felbontása. 

Megjegyzés. Tehát, ha a 25 számot a (z)i2t, tíz természetes szám összegeként 

írjuk fel, akkor 

f(x) f(x) 4 fixa) 4 f(x) — flxs) 4 f(x) - fiz) 4 f(zs) 4 f(zo) — f(zio) 
22 FT2D IDF FR) FDA (3) FB) f(B)- F(3) 4 FB) — 

562) 578) — 58) 5) 7-5-145-3— 20. 

Ez erősebb becslés, mint a Jensen-egyenlőtlenségből adódó 


J(za f(x) 4 f(x) 4 f(x) 4 f(x5) 4 f(x) 4 f(z7) 4 (zs) 3 f(z9) 4- f(ri9) 
2f(25) 4 (2.5) 4 f(25)-4 f(2,5) 4 f(2,5) 4 F(25) 4 f(2.5) 4 f(25)a 


(25) 4 f(2,5) — ví) sgo e dő e 18,75, 





2 Pi 
illetve a bal oldal egész értékűiségéből adódó 
fiz) tf(x)tflz3)t f(x) f(lzs) f(x) fla) flzs) 4 f(zo) 4 f(z10) 2 19 


becslés. 


5. Független ponthalmazok 167 


Bizonyítás. A bal oldalon szereplő minimalizálási feladat véges sok lehetőséget en- 
ged meg az x;-k választására. Ezért a bizonyításhoz elegendő belátni, ha az z; szá- 
mok rendszere nem kiegyensúlyozott felbontás, akkor a f(x1) 4 f(z2) t...4 fia) 
összeg növelhető (az optimalizálási feladat megengedett megoldásai között mar 
radva). Ha az z; számok rendszere nem kiegyensúlyozott felbontás, akkor az z6-k 
között van két olyan szám, amelyek különbsége legalább kettő. A kisebbet eggyel 
növelve, a nagyobbat eggyel csökkentve, a többi számot megtartva egy megenge- 
dett megoldáshoz jutunk, amelynél a függvényértékek összege kisebb lett (ennek 
ellenőrzését az olvasóra bízzuk). u 


A fenti lemma és a Turán-tétel bizonyításának ötvözéséből egy élesített tétel- 
hez jutunk. Ennek , szép" kimondásához egy fogalmat és jelölést kell bevezetnünk. 


5.2.9. Definíció. . Legyen Tá a következő gráf. Egy n elemű V ponthalmazt 
bontsunk k darab osztályra úgy, hogy az osztályok elemmszámai az n szám kie- 
gyensúlyozott felbontását adják. Két csúcsot akkor és csak akkor kössünk i 
ha azonos osztályba esnek. Tehát 7 18 k egy k komponensű gráf, amely minden 
komponense egy ín/k) vagy [n/ki pontú teljes gráf. 





Vegyük észre, hogy a(Tk) — k amennyibenn 2 k (han c k, akkor Tax az 
üres gráf). 

A definíciót úgy kell érteni, hogy a leírt egyszerű gráf a T,, x gráf komplemen- 
tere (a fenti leírás ezt a gráfot is definiálja). A Tk gráfot az n pontú k részes 
Turán-gráfnak nevezzük. Ez a gráf vetődött fel Turán Pál vizsgálataiban. Ezek 


után a mohó algoritmus finomított analízisét a következő tételben foglaljuk össze. 


5.2.10. Tétel. (Turán Pál tétele) Legyen G egyn pontú egyszerű gráf. HalE(G)I € 
IE) akkor a(G) 2 §mon(G) 5 k. 


Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a minimális fokszám szerinti mohó algoritmus (a 
független ponthalmaz keresésére) outputja a elemű. A fentiek alapján ekkor 
IEC na)l S IE(G)I. A bizonyítás befejezéséhez csak azt kell ellenőriznünk, hogy 
IE(T na)! c IE(Tn)l esetén a 5 k. Azaz az adott pontszámú komplementáris 
Turán-gráfok közül annak van több éle, amely kevesebb osztályú. Ezt az egyszerű 
feladatot az olvasóra. bízzuk. TT 


Végül kimondjuk ennek a tételnek a triviális következményét, amelyet egy gráf 
komplementerére történő alkalmazásával és az eredmény az eredeti gráfra történő 
transzformálásával kapunk. 


5.2.11. Tétel. (Turán Pál tétele) Legyen G egyn pontú egyszerű gráf. HalE(G)I 2 
IE(Tn.x)l, akkor w(G) 5 k. 
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Ez a Turán-tétel eredeti alakja. A tétel a gráfelmélet egyik alaptétele, amely 
egy nagyon fontos kutatási irányt indított el. Ezt külön is tárgyaljuk az Ertremális 
gráfelmélet fejezetben, ahol a Turán-tétel ezen alakját újból megvizsgáljuk. A tétel 
fenti megfogalmazása nem összegzi teljesen eredményeinket. Azt is tudjuk, hogy 
egy a tétel által garantált méretű klikket meg is tudunk találni a mohó algoritmus 
fokszámokat követő változtának végrehajtásával. 


5.3. Rangbecslés 


Egy adott G gráf esetén a(G) könnyen becsülhető alulról: Megadunk egy 
tetszőleges független ponthalmazt (például a mohó algoritmus outputját). Ennek 
elemszáma alsó becslés lesz a(G)-re. A konkrét független halmaz nyilvánvaló bi- 
zonyíték arra, hogy a maximális méretű független halmaz nem lehet , akármilyen 
kicsi". 

a(G) felső becslése már nem ilyen egyszerű. Bizonyítékot kell adnunk arra, 
hogy tetszőleges független halmaz elemszáma egy adott határt nem haladhat meg. 

Ebben a fejezetben egy algebrai típusú felső becslést említünk meg. 

Legyen G egy gráf, és A(G) a szomszédsági mátrixa. Ha F egy csúcshalmaz 
G-ben, akkor az F-beli pontok / 4 A(G) egy négyzetes almátrixát jelölik ki. Ha 
F független halmaz, akkor ez az almátrix egy IFI x IFI méretű egységmátrix. Így 
kapjuk a következő lemmát: 


5.3.1. Lemma. a(G) £ rang(I - 4A(G)). 
A bizonyításból a következő általánosítás is kiolvasható: 


5.3.2. Lemma. Legyen A azon V(G) x VÍG) méretű M mátrixok halmaza, ame- 
lyek főátlójában 1-esek állnak, és u A v össze nem kötött pontok esetén Muy — 
7-0. Ekkor 
£ mi k 
a(G) S min rang A. 


Megjegyzés. a(G)-t meghatározhatjuk az összes független halmaz felsorolásával. 
Ez a módszer azonban nagyon lassú. Általában exponenciálisan sok halmazzal 
kell foglalkoznunk. A rang(I H A(G)) felső becslésnél meg kell jegyeznünk, hogy 
egy nagyon egyszerűen kiszámolható függvénnyel van dolgunk. Ha nem is mindig 
kapunk jó közelítést a(G)-re, legalább könnyen ki tudjuk számolni. 
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5.4. Pontpakolási politóp és lineáris programozási módszerek 


Egy H C V(G) halmaz azonosítható egy xrr:V(G) — (0,1) függvénnyel: 
v € V(G) esetén xy(v) — 1 akkor és csak akkor, ha v c H. Ha V(G) elemeit sorba 
rendezzük, akkor a xw függvény egy vektorral írható le: xy € RIO A vektor 
komponensei V(G) elemeivel vannak azonosítva, és a megfelelő elem azt kódolja, 
hogy ez a H halmazhoz tartozik-e, 

A fentiekben xy-t két különböző oldalról vizsgáltuk. Az első szemlélet x4-t 
függvénynek tekintette: xy E RO), A második szemlélet Xxr-t vektornak tekin- 
tette: xy € RIO A két szemléletmód formailag különbözik. Azonban azt is 
leírtuk, hogy a két szemlélet között mi a kapcsolat. Így lényegében megadtunk egy 
bijekciót REC) és RIECOM között, a V(G) halmaz egy felsorolásától függően. A 
továbbiakban e két halmazt nem különböztetjük meg. 

Ezek után például a G gráf egy független halmaza azonosítható egy vek- 
torral. Legyen 1 az azonosan 1 vektor (függvény). Ekkor a(G) — maxíl1 : xp : 
F független ponthalmaz). A maximalizálás egy véges halmaz felett folyik. A véges 
vektorhalmazt a konvex burkával helyettesítve az optimalizálási feladat optimuma 
nem változik. Ez motiválja a következő definíciót: 


5.4.1. Definíció. Legyen VP(G) — convfxp : F független ponthalmaz) a G gráf 
pontpakoltási politópja. 


Ezek után a fenti megjegyzést a következő alakban fogalmazhatjuk meg: 
5.4.2, Lemma. a(G) — max(1-z : re VP(G)). 


Megjegyzés. A fenti feladat egy lineáris programozási feladat. Az optimalizálás 
tartománya egy véges halmaz konvex burka, a célfüggvény pedig egy lineáris függ- 
vény. 


Áhhoz, hogy a lineáris programozás módszereit alkalmazhassuk, fel kell ír- 
nunk V P(G)-t mint félterek metszetét, azaz lineáris egyenlőtlenségekkel karakteri- 
zálnunk kell az z € VP(G) vektorokat. 

Ilyen definiáló félterekkel történő teljes leírás nem ismert. Azonban bizonyos 
érvényes egyenlőtlenségeket véve egy ,, becslést? kapunk V P(G)-re. Ezen a körülírt 
politópon optimalizálva egy becslést kapunk az a(G) értékre. A továbbiakban ezen 
a módon nyert becslést ismertetünk. 
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5.5. Élfeltételek 


z e R/) esetén a v csúcsnak megfelelő koordináta legyen z,. Ekkor V P(G) 
elemeire nyilvánvalóak v € V(G) esetén a 0 £ z, £ 1, és e — uv € E(G) esetén az 
Tu Hzv £ 1 egyenlőtlenségek. A továbbiakban feltesszük, hogy G-ben nincs izolált 


csúcs. Ekkor az r, £ 1 egyenlőtlenségek következnek a többiből. 
5.5.1. Definíció. Legyen 
VB(G) - (zlvv € V(G)-re xv 2 0, és Ve — uw € E(G)-re mut zu 51). 


5.5.2. Definíció. Legyen ü(G) — max(1 - z : z c VP(G)). 
5.5.3. Lemma. Tetszőleges G gráf esetén 

a) VP(G) 2 VP(G), 

b) a(G) 2 a(6). 

VP(G)-n való optimalizálás a lineáris programozás elméletének ismereté- 
ben több módon is megtehető (ilyenek a szimplex módszer, ellipszoid módszer, 
Karmakar-módszer). Az ellipszoid módszer használatával egy polinomlépésben 
működő algoritmust kapunk €((G) kiszámítására. a(G)-re nem ismert (hasonló 
értelemben vett) hatékony algorítmus. 

Természetesen a hatékony algoritmus outputja (a(G)) csak egy felső közelítést 
ad a(G) értékére. A következőkben megvizsgáljuk, mikor teljesül a VP(G) — 
V.P(G) egyenlőség. Természetesen ekkor a(G) — a(G), így speciálisan a(G) értékét 
hatékonyan kiszámíthatjuk. 

5.5.4. Tétel. VP(G) — VP(G) akkor és csak akkor, ha G páros. 


Bizonyítás. Tegyük fel, hogy G páros. Ekkor a VP(Gy- t definiáló egyenlőtlenségek 
mátrixa totálisan unimoduláris. Így a VP(G) politóp csúcsai egész koordinátájú 
vektorok, amelyek így egy-egy ponthalmaz karakterisztikus vektorai. A megfelelő 
halmaz a feltételek miatt független halmaz, így a két politóp egyenlőségéhez szük- 
séges hiányzó tartalmazási irány adódik. 

Tegyük fel, hogy VP(G) — VP(G). Belátjuk, hogy G páros. Indirekt módon 
tegyük fel, hogy ez nem igaz, és így a 6.2.1. lemma alapján G-nek van egy páratlan 
hosszúságú köre: C. Legyen z az a vektor, amely C csúcsain 1/2, míg más pon- 
tokban 0 értéket vesz fel. Egyszerűen belátható, hogy T € VP(G), de z € VP(G). 
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5.6. Rangfeltételek 


Az élfeltételek helyett vehetünk egy általánosabb egyenlőtlenségosztályt, 
amelyben szereplő egyenlőtlenségek teljesülnek a pontpakolási politóp pontjaira. 
Ezek a xs : z £ aíGls) alakú egyenlőtlenségek. Az ilyen feltételeket rangfeltéte- 
leknek nevezzük. Megjegyezzük, hogy vannak olyan gráfok, amelyek pontpakolási 
politópjának lapjai között van nem rangfeltétel is. 


5.6.1. Példa. Legyen G — Ws, egy 5 hosszú kerék, Ekkor zi -- 72 t 234 X4t 
Ts t2xe S 2 egyenlőtlenség VP(G)-nek egy lapját határozza meg (76 a , kerék 
középpontjának" megfelelő változó). 


Speciális rangfeltételek meghatároznak egy speciális gráfosztályt: azoknak a 
gráfoknak a halmazát, amelyek pontpakolási politópját ezek a feltételek leírják. 
Ezek vizsgálatát a későbbiekben még érinteni fogjuk, de ebben az igen messze 
vezető, érdekes kérdéskörben nem lesz időnk elmélyedni. 


6. Gráfok színezése 


Színezési alapfogalmak e Mohó algoritmus e Fokszámfeltételek, Brooks tétele e 
Nagy kromatikus számú gráfok háromszögek nélkül s Hadwiger-sejtés e Hajós 
tétele e Színezések száma s Kromatikus polinom s Élszínezések s Vizing-tétel 


6.1. Bevezetés 


6.1.1. Definíció. Egy s:V(G) — Nt leképezést a G gráf (csúcs)színezésének 
nevezünk. Egy v csúcsra az s(v) számot a csúcs színének nevezzük. 

S(V(G)) a felhasznált színek halmaza, Is(V(G))I a felhasznált színek száma. 
Ha ez legfeljebb k, akkor k-színezésről beszélünk. k-színezés esetén feltehető, hogy 
a felhasznált színek halmaza (1, 2, . . . , kb. 

A G gráf egy színezése jó színezés, ha minden e — uv € E(G)-re s(u) és sív) 
különböző. 

Megjegyezzük, hogy ha e egy hurokél egy G gráfban, akkor ez már kizárja jó 
színezés létezését G-ben. 


Megjegyzés. A definíció alapján nyilvánvaló, hogy ha egy színezésről el akarjuk 
dönteni, jó színezés-e, akkor csak az érdekes, hogy két csúcs esetén a két szín 
azonos-e vagy nem, Ez alapján csak a csúcsok partíciója érdekes számunkra, ahol 
egy osztályba kerülnek az azonos színt kapott csúcsok. Egy jó színezés egy olyan 
partíciónak felel meg, ahol egy osztályon belül nem haladnak élek. 

Ez alapján a színezési problémát átfogalmazhatjuk: A csúcsokra úgy kell 
gondolnunk, mint objektumokra, amelyeket osztályokba akarunk sorolni. Az élek 
pedig bizonyos konfliktusokat fejeznek ki, azaz feltételt szabnak az osztályozásra: 
két objektumról közlik, hogy nem kerülhetnek egy osztályba. 


Az általunk vizsgált kérdés az lesz, hogy egy adott gráf esetén mi a színeknek 
az a minimális száma, ami szükséges egy jó színezéshez. 
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6.1.2. Definíció. Legyen 
Xx(G) — min(k : G-nek létezik jó k-színezése). 


Ezt a számot a gráf kromatikus számának nevezzük. Egy hurokéllel rendelkező G 
gráf kromatikus száma legyen co. 


Ebben a fejezetben feltesszük, hogy egyetlen előforduló gráfban sincs hurokél. 
A továbbiakban színezés alatt mindig jó színezést értünk. 


Megjegyzés. A fentiek alapján nyilvánvaló, hogy a színezendő gráfról feltehető, 
hogy nincsenek benne párhuzamos élek. A továbbiakban a fenti fogalmak tárgya- 
lása során az előforduló gráfokról feltételezzük, hogy egyszerűek. Ennél több is 
feltehető. Az első feladat annak megfogalmazása, hogy színezési probléma esetén 
feltehető, hogy a színezendő gráf egy egyszerű, kétszeresen összefüggő gráf. 


Feladatok 
6.1.3. Igazoljuk a következőket: 

a) x(G) — x(G"), ahol G" a G gráf egyszerűsítettje. 

b) Legyenek a G gráf komponensei a C; gráfok (i — 1,...,X). Ekkor x(G) — 

maxi cigk X(C3)- 

c) Legyenek B; (i— 1,...,k) a G gráf blokkjai. Ekkor x(G) — maxicicx xX(Bi). 
6.1.4. Egy iskolában hétvégén négy csoportot (01. 02: 03.04) tanítanak. Négy 
tanár (T1, T2, Ta, Ta) ad egy-egy órát a csoportoknak. Így 16 óra van egy hétvégén. 
(A 16 óra egyike T—03, az az óra, amit a T2 tanár tart az 03 csoportnak.) 
Készítsünk egy órarendet a hétvégére. Mi a köze ennek a feladatnak a gráfok 
kromatikus számához? 

6.1.5. Határozzuk meg a 6.1.6. ábrán látható gráfok kromatikus számait: 

6.1.7. Egy 100 x 100-as sakktábla mezőit kiszínezzük úgy, hogy bármely négy 
mező, amelyek L alakot alkotnak, négy különböző színt kapjon. Mi a szükséges 
színek minimális száma? (L alakot alkot négy mező, ha a következő ábrán látható 
módon vagy annak elforgatott képeként helyezkednek el.) 
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6.1.6. ábra 





6.1.8. Színezzük ki a sík pontjait két színnel úgy, hogy bármely egységoldalú sza- 
bályos háromszögnek legyen két különböző színű csúcsa. 
6.1.9. Egy n x n-es sakktáblán kössünk össze két mezőt, ha 

(a) a király, 

(b) a bástya, 

(c) aló 
az egyikről a másikra léphet. Határozzuk meg a kapott gráfok kromatikus számát. 
6.1.10. Bizonyítsuk be a következőket: 

(a) x(G) 4 x(ő) £n41. 

(b) Határozzuk meg azokat a d-reguláris egyszerű G gráfokat, amelyekre x(G) 4 

x(8)—nit1. 

(0) x(Gx(G) 2 n. 
6.1.11. Legyen G egy egyszerű, nem teljes gráf. Legyen K egy maximális elem- 
számú teljes részgráf ponthalmaza G-ben. Bizonyítsuk be, hogy ekkor x(K) -- 
X(G — K) 5 x(G). 


6.1.12. Definíció. A következőkben két egyszerű gráf, G és H szorzatait definiál- 
juk. Mindegyik esetben a szorzatgráf egy egyszerű gráf lesz a V(G) x V(H) ponthal- 
mazon. A szorzat definíciójának befejezéséhez még meg kel! mondanunk, hogy mi- 
kor legyen a szorzatban (u, v) és (u, v") összekötve (u, u € V(G), és v,v. e V(H)). 
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Erre több mód is lehetséges. Ennek megfelelően több szorzatfogalom is definiál- 
ható. 

s GOH, G és H Descartes-szorzata: ((u,v),(u,v")) c E(GOH) akkor és 
csak akkor, ha u — u, és vv! c E(H), vagy pedig uu! c E(G), és v — v. 

e Gx H,G és H direkt szorzata: ((u,v),(uw,w")) € E(G x H) akkor és csak 
akkor, ha u! € E(G), és vv! € E(H). 

s GXH,G és H erős direkt szorzata: ((u,v),(u,w)) c E(GR H) akkor és 
csak akkor, ha zu! € E(G), és vv" € E(H), vagy pedig u — u, és vv! € E(H), 
vagy pedig uu! € E(G), és v — v. 

e GAH,G és H kizáró szorzata: ((u,v),(u,v")) c E(GA UH) akkor és csak 
akkor, ha uw € E(G), vagy pedig u — u, és vv" e E(H). 

6.1.13. Rajzoljuk fel P2 és P; szorzatát a fenti definíciók mindegyikére. Határoz- 
zuk meg a szorzatgráfok kromatikus számait. 
6.1.14. Bizonyítsuk be, hogy x(G D.H) — mox(x(G),x(H))- 
6.1.15. Bizonyítsuk be, hogy 
(a) x(G x H) £ mintx(G), XN), 
(b) x(G x G) — x(6). 
6.1.16. Bizonyítsuk be, hogy max(x(G), x(H)) S x(G X H) £ x(G) : x(H). 
6.1.17." Bizonyítsuk be, hogy ED c x(G EH) S x(G) - x(H). 
6.1.18. Legyen G a következő egyszerű gráf: 


V(G) (tt... .. uzkr1) UJ (01, . . . Vki) UJ (41. . . . , Wgky 1 HU (215... , Zakra)h 

E(G) —(utai:1 Si S2k)U (tvorsita) UV (zszs41 : 1 Si S 2k) U (z2x4a21)U 
Vf: 1 Si S2kHIYU (vewy:1 éj £2k41ju 
V(wz:1ciS2ki1). 


Bizonyítsuk be, hogy 
(a) x(G) — 4, 
(b) x(G — e) — 3 minden e € E(G) esetén. 


6.1.19. Definíció. Egy G gráf minimális k-kromatikus gráf, ha x(G) — k, és 
tetszőleges e € E(G) esetén x(G—e)—k—1. 


6.1.20. a) Bizonyítsuk be, hogy egy minimális k-kromatikus gráf nem tartalmaz 
párhuzamos éleket, azaz egyszerű grál. 

b) Bizonyítsuk be, hogy egy minimális k-kromatikus gráfnak egyetlenegy 
olyan komponense van, amely nem egy izolált csúcs. 
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6.1.21. Legyen G egy minimális k-kroratikus összefüggő gráf. Bizonyítsuk be, 
hogy a G gráf k — 1-szeresen élösszefüggő. 


6.2. Színezhetőség kevés színnel 


I) Nyilvánvalóan egy gráf csak akkor színezhető ki egy színnel, ha üres. Ezt a 
triviális tényt a következő megjegyzésben másféleképpen is megfogalmazzuk. 


Megjegyzés. Egy gráfban egy él az , egyetlen dolog", ami két szín használatára 
kényszerít, azaz megakadályozza azt, hogy egy színnel kiszínezhessük. 


II) A definícióból rögtön adódik, hogy egy gráf akkor és csak akkor színezhető ki két 
színnel, ha páros. A következő lemma egy ennél mélyebb ekvivalenciát fogalmaz 
meg. 


6.2.1. Lemma. Egy gráf akkor és csak akkor 2-színezhető (páros), ha nem tartal- 
maz páratlan hosszúságú kört. 


Bizonyítás. Páratlan körök nem színezhetők ki két színnel, így a. feltétel nyilván 
szükséges. 

"Tegyük fel, hogy egy G gráf nem tartalmaz páratlan kört. Belátjuk, hogy a 
G gráf 2-színezhető. Ehhez feltehető, hogy G összefüggő. Legyen F a G gráf egy 
feszítőfája. A fák felépítésére vonatkozó indukcióból egyszerűen adódik, hogy F 
2-színezhető. Legyen s : V(F) - V(G) — (1,2) egy megfelelő 2-színezés. Azt 
állítjuk, hogy ez a G gráfnak is egy jó színezése. Ehhez legyen e — xy a G gráf 
egy tetszőleges éle. Belátjuk, hogy e végpontjai különböző színt kaptak. Ha e az 
F fának egy éle, akkor ez nyilvánvaló. Ha nem, akkor e az F-beli uv úttal egy 
kört zár be. A feltételből az a kör páros hosszú, tehát az F-beli P uw út páratlan 
hosszú. Innen egyszerű ellenőrizni, hogy a színezésnek, amely F éleit, így a P út 
éleit is jól színezi, u-hoz és v-hez különböző színt kellett rendelnie. TT] 


Megjegyzés. Egy gráfban egy páratlan kör az , egyetlen dolog? , ami három szín 

használatára kényszerít, azaz megakadályozza azt, hogy két színnel kiszínezhessük. 
Egy másik kérdés, hány 2-színezése van egy páros gráfnak. 

6.2.2. Lemma. Egy összefüggő G páros gráf pontjainak egyetlenegy partíciója van 


két színosztályra. 


Bizonyítás. Legyen v € V(G) tetszőleges pont. Ekkor minden u € V(G) esetén 
egy uv út hosszának paritása megszabja, hogy u a v-vel egyező, vagy tőle különböző 
színt kap. u 
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A nem összefüggő páros gráfok esetét az egyik feladat vizsgálja. 
I) Az 1-színezhetőséget egy él megakadályozza. A 2-színezhetőséget egy páratlan 
kör megakadályozza. Ezek az ,akadályok" teljesek abban az értelemben, hogy 
az akadály hiánya a megfelelő színezés létezését is jelenti. 3-színezhetőség esetén 
hasonló, egyszerű , teljes akadály" leírása nem ismert. 


Feladatok 

6.2.3. Hány 2-színezése van egy G páros gráfnak? 

6.2.4." Bizonyítsuk be, hogy minden n-re van olyan Gn gráf, amelyre x(Gn) — 3, 
és V(G)-nek pontosan n háromosztályú partíciója van, amelyek egy-egy 3-színezést 
definiálnak. 


6.3. Mohó színezési algoritmus 


Először egy nagyon egyszerű és természetes színezési algoritmust ismertetünk: 


6.3.1. Algoritmus. (Mohó színezési algoritmus) 

Az algoritmus futása során csúcsaink két osztályba lesznek sorolva: még nem szí- 
nezett pontok (ezek halmaza lesz W), illetve már színezett csúcsok (ezek halmaza 
5). NÜS -— V(G). Az algoritmus kezdetén N — V(G) és így S — 0. Algoritmu- 
sunk mohó lesz, így minden kiszínezett pont az egész futás alatt színezett marad 
és színét sem változtatjuk meg. 

Csúcsválasztási lépés: Kiválasztunk egy még nem színezett csúcsot, azaz egy vu € N 
pontot. 

Színválasztási lépés: Legyen T az u csúcs §-beli szomszédainál felhasznált színek 
halmaza. T elemeit nem adhatjuk u színének. Ezen halmaz elemeire mint til- 
tott színekre gondolunk. u-t színezzük ki a minimális nem T-hez tartozó színre. 
Ezekután N. NY (u). 5— SU (u). 

Amennyiben N — 8 (S — V(G)) eljárásunk leáll. Ha N / 0, akkor a csúcsválasztási 
lépéshez térünk vissza. 


Az algoritmus kétféle döntéseket hoz: csúcsválasztási, illetve színválasztási 
lépéseket. A csúcsválasztási lépésekről nem mondtunk semmit. Ezen lépések vég- 
rehajtásakor az algoritmus különböző végrehajtói különféle döntéseket hozhatnak. 
Ezt idegen szóval úgy mondjuk, hogy algoritmusunk nemdeterminisztikus, A szí- 
nezési döntés úgy fogalmaztuk meg, hogy egyértelmű legyen milyen színt kell az 
aktuális csúcshoz hozzárendelni. Algoritmusunkat átfogalmazhatjuk úgy, hogy a 
nemdeterminisztikus lépések egy tömbben, az algoritmus elején megtörténjenek, 
majd a futás determinisztikus szakasza következzen. 
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6.3.2. Algoritmus. (Mohó színezési algoritmus) 
Rendezési fázis: A G gráf pontjait tetszőlegesen rendezzük sorba. 
Színezési fázis: A pontokon ezen sorrend szerint végighaladva mindegyik csúcs 
sorban színt kap (a felhasznált színhalmaz a pozitív egész számok halmaza lesz). 
Az aktuális v pont szomszédságában néhány pont már ki lehet színezve. Az itt 
felhasznált színek ki vannak zárva az aktuális pont színeként. Adjuk a maradék 
színhalmaz minimális elemét v színének. 

Az összes ponton végighaladva, a kiinduló gráf egy jó színezését kapjuk. 


6.3.3. Definíció. — Futtassuk a mohó színezési algoritmust úgy, hogy a csúcsok 
sorbarendezésének a x permutációt választjuk. 1r rögzítése után az algoritmus 
futása, így outputja is egyértelműen meghatározott. Legyen xr(G) a felhasznált 
színek száma. 


Megjegyzés. A mohó színezési algoritmus egy jó színezést ad. Így tetszőleges Tr 
permutációra x(G) £ Xxr(6). 


Kis fokszámú gráfok esetén a mohó színezési eljárás sikere garantált. Ha a G 
gráf maximális foka D(G), ekkor minden pont színezésénél maximum D(G) szín 
lesz tiltva. Így nem lesz olyan pont, ahol a D(G) - 2 színt használnánk. Ennek a 
megjegyzésnek nyilvánvaló következménye az alábbi lemma: 


6.3.4. Lemma. Legyen G egy gráf, és D(G) a maximális fokszáma. Ekkor 
x(6) S D(G) 4-1. 


Megjegyzés. Természetesen az is adódott, hogy tetszőleges r permutáció esetén 
xr(G) S D(G) 4-1. 


Sajnos tnagas fokszámú, kis kromatikus számú gráfok esetén a mohó színezés 
felhasznált színszáma magas lehet. 


6.3.5. Példa. — Legyen G az a páros gráf, amelyet az A — (a1,a2,...,an) és 
B — (bi, ba, . . . ba) színosztályú teljes páros gráfból kapunk az a1bi, azba, . . . , andn 
teljes párosítás elhagyásával. Legyen mr : az,bi,a2,b2, az, bz, . . . , an, bn. sorrend. 
Eszerint haladva a mohó algoritmus az és bs csúcsoknak az 1 színt adja (az a1bi 
élt kihagytuk a gráfból). Ezekután az 1 színt nem használhatjuk (minden további 
csúcs vagy a1-gyel vagy br-gyel összekötött). Ezekután az és b2 a 2-es színt kapja 
(nincsenek összekötve!). Tovább haladva könnyen látható, hogy a mohó színezés 
minden csúcshoz indexét rendeli hozzá színként, azaz a felhasznált színek száma n. 


Ez egy , rossz hír". Azonban van egy jó hírünk is. Minden gráfra alkalmas 
sorrend mellett színezve optimális színezéshez jutunk. 
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6.3.6. Lemma. Tetszőleges G gráfhoz van olyan mr — x(G) sorbarendezése csúcsa- 
inak, hogy xr(G) — x(G). 


Bizonyítás, Színezzük ki G csúcsait az 1,2, 3,...,x(G) színekkel, majd állítsuk 
sorba színeik növekvő sorrendje szerint (az azonos színű pontok egymás közötti 
sorrendje tetszőleges lehet). Könnyű belátni, hogy az ezen sorrend szerinti mohó 
színezés egy i színű csúcshoz nem rendel i-nél nagyobb színt, így speciálisan opti- 
málisan színez. u 


Sajnos a bizonyítás nem túl konstruktív. Egy optimális színezést vesz ki- 
indulópontul, ami általában nem áll rendelkezésünkre. Ennek ellenére érdemes 
, logikus" sorrendekkel próbálkoznunk. Egy jónak tűnő sorrend, úgy nevezett heu- 
risztikus sorrend sokszor hasznos. 

Most néhány általános ötletet írunk le. Ezekhez semmilyen matematikai té- 
telt, , garanciát" nem fűzünk: 

e Nagy fokú pontok veszélyesek lehetnek, ha későre hagyjuk a színezésben: 
szomszédaik közül már sok lesz színezett és ez sok felhasznált színhez ve- 
zethet. A legnagyobb fokú pontot vegyük elsőnek a színezésben. Minden 
további lépésben a még színezetlen csúcsok által feszített gráfban ezen logika 
alapján válasszuk az aktuális csúcsot. 

e A kis fokú csúcsok nem veszélyesek. Ha színezésüknél már összes szomszéduk 
színezett, ráadásul különböző színekkel akkor sem okozhatja egy új, sokadik 
szín bevezetését. Az egyik legkisebb fokú csúcsot hagyjuk utoljára. A sor- 
rendbe még be nem sorolt csúcsok által feszített részgráf egyik legkisebb fokú 
csúcsa legyen a sorrend utolsó előtti pontja. Ezen logika szerint haladva al- 
kossuk meg a csúcsok színezési sorrendjét. 

s Ha csúcsainknak van geometriai helyzete, akkor ezen geometriai helyzetet 
használjuk fel sorrendünk kialakítására. 

Az alábbiakban heurisztikus sorrend szerinti színezésekre látunk példákat. 

hú -xk k 

"Tudjuk, hogy egy gráf D(G)--1 színnel jól kiszínezhető. Vajon spórolhatunk-e 
egy színt, azaz D(G) színnel boldolgulunk-e? 

6.3.7. Példa. Legyen G egy páratlan hosszú kör, ekkor D(G) — 2, és x(G) — 3. 
6.3.8. Példa. Legyen G az n pontú teljes gráf. Ekkor D(G) — n- 1, és x(G) — n. 

Természetesen a fenti példákat véve és olyan komponenseket adva hozzájuk, 
amelyek nem növelik a maximális fokszámot és a kromatikus számot, további pél- 
dákat kapunk, amelyek azt mutatják, hogy a 6.3.4. Lemmabeli egyenlőtlenségben 


egyenlőség is lehetséges. A következőkben célunk annak kimutatása hogy a fenti 
példák kizárása mellett egy szín spórolása lehetséges. Ötletünk az, hogy a mohó 
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színezési eljárást alkalmazzuk. Ez megengedi a pontok tetszőleges sorbarendezését. 
Most a tetszőleges sorrend helyett egy ,okos" sorrendet választunk. 
Először csak részeredményeket bizonyítunk. 


6.3.9. Lemma. Legyen G egy összefüggő gráf és z egy tetszőleges csúcsa. Ekkor 
G pontjai sorbarakhatók úgy, hogy z legyen az utolsó pont, továbbá minden x-től 
különböző csúcsnak legyen későbbi szomszédja, 


Bizonyítás. Azon egyszerű észrevétel alapján bizonyítunk, hogy z szomszédai tet- 
szőleges pozícióba kerülhetnek x elé, a rájuk rótt feltétel (legyen későbbi szom- 
szédjuk) automatikusan teljesül z hátsó helyzete miatt. Akkor járunk legjobban, 
ha ezeket a szomszédokat z elé egy blokkban helyezzük. Ezzel segítjük a további 
csúcsok elhelyezését. 

T elé egy blokkba, a blokkon belül tetszőleges sorrendben rakjuk le szomszé- 
dait. Ezek még be nem sorolt szomszédai alkossanak egy korábbi blokkot és így 
tovább. 

G összefüggő így ezzel az eljárással az összes csúcs egy sorrendjét alakítjuk ki, 
amely eleget tesz a kívánalmaknak. a 


Ezen sorrend szerint haladva az utolsó pontig minden pontnak csak maximum 
D(G) - 1 színezett szomszédja lesz. Így a D(G) -- 1 szín felhasználását elkerüljük. 
Sajnos az utolsó csúcs színezésénél, ennek összes szomszédja szükségszerűen színe- 
zett. A lemma azonban szabadságot ad ennek a pontnak a megválasztásához. Így 
kapjuk a következő állítást. 


6.3.10. Következmény. Legyen G egy összefüggő, nem D(G)-reguláris gráf. Ekkor 
Xx(G) s D(G). 


Bizonyítás, Legyen z egy maximum D(G) — 1 fokú pontja G-nek. Feltételeink sze- 
rint ilyen csúcs létezik. Vegyük G csúcsainak előző lemmabeli sorrendjét, amelyben 
7 lesz az utolsó csúcs. Ezt a sorrendet követve, mohó módon színezve kapjuk az 
állítást. § 

Magasabb fokú összefüggés mellett nem teljes gráfban kezelni tudjuk a D(G) 
fokú utolsó csúcsot is a D(G) 4-1 szín használata nélkül. Ehhez a következő sorrend 
létezése vezet. 


6.3.11. Lemma. Legyen G egy háromszororsan összefüggő, nem teljes gráf. Ekkor 
létezik csúcsainak: V1,V2,...,Un sorbaáltítása úgy, hogy a következő három tulaj- 
donság teljesüljön. 

(i) viva g E(G). 

(ii) vs, Va, .. .,Un-1 mindegyikének legyen későbbi (nagyobb indexű) szomszédja. 
(iii) un legyen szomszédos vi-gyel és va-vel. 
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4 öl ös h-1 Un 
6.3.12. ábra 


Bizonyítás. G-ben található (r,y,2) ponthármas úgy, hogy ry,yz € E(G), de 
xz d F(G) (más esetben az sösszekötöttnek vagy egyenlőnek lenni" egy ekviva- 
lenciareláció lenne a ponthalmazon, ami összefüggő gráf esetén azt adná, hogy a 
gráf teljes). Legyen vi — 7, v2 — 2. A maradék pontokat úgy fogjuk sorbaren- 
dezni, hogy az utolsó pont y legyen, míg a többinek legyen későbbi szomszédja. A 
maradék pontok összefüggő gráfot feszítenek (G háromszorosan összefüggő), így ez 
könnyen megtehető a korábbi lemmánk alapján. fő) 


Ezen sorrend létezése egyből adja a következőt. 


6.3.13. Következmény. Legyen G egy háromszorosan összefüggő, nem teljes gráf. 
Ekkor x(G) £ D(G). 


Bizonyítás. Gondoljuk végig, hogyan színez a mobó eljárás, ha a lemmabeli csúcs- 
sorrendet követi. Az (i) tulajdonság alapján vi és va is az 1 színt kapja. Az Gi) 
tulajdonság alapján a 3, Va, . . . ,Un-1 csúcsok esetén, amikor az eljárás eléri ezt a 
pontot, ennek lesz még színezetlen (későbbi) szomszédja. Így maximum D(G) — 1 
színezett szomszédja lesz, ami alapján a felhasznált szín nem lesz D(G)-nél na- 
gyobb. Az utolsó (un) csúcs esetén elképzelhető, hogy ennek lesz D(G) színezett 
szomszédja (ha fokszáma maximális, akkor ez szükségszerűen be is következik). 
Azonban a (iii) tulajdonság alapján ezek között legalább két pont (vsz és v2) ugyan- 
azt a színt (1-et) kapta. Így ismét nincs szükségünk a D(G) 4-1 színre. Azaz a 
mohó eljárás nem használ D(G)-nél több színt, x(G) £ D(G). ü 


Ezen következményt néhány ötlet felhasználásával könnyen kiterjeszthetjük. 


6.3.14. Tétel. (Brooks tétele) Legyen G egy összefüggő gráf, ami nem páratlan 
kör, és nem teljes gráf. Legyen D(G) a G gráf mazimális fokszáma. Ekkor 


Xx(G) S D(G). 


Bizonyítás. A D(G) c 3 eset külön, egyszerűen tárgyalható. A továbbiakban 
feltesszük, hogy D(G) 2 3, G egy összefüggő, nem egy D(G) 4-1 pontú teljes gráf. 
Ebben az esetben a pontszámra vonatkozó teljes indukcióval bizonyítunk. 

1. eset: G háromszorosan összefüggő. Ezt az esetet az előző következmény adja. 
2. eset: G nem háromszorosan összefüggő. Ezen az eseten belül két alesetet vizs- 
gálunk. 
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2a. aleset: G nem kétszeresen összefüggő. Ekkor G blokkjai az indukció alapján 
kiszínezhetők D(G) színnel. A színezések megváltoztathatók a színek per- 
mutációjával úgy, hogy a különböző blokkok színezései a G gráf színezésévé 
s Összeilleszthetőek" , 

aleset: G kétszeresen, de nem háromszorosan összefüggő. Legyen (x,y) egy 
kételemű elvágó halmaz. Ekkor G - (z,y)-nak legalább két komponense van. 
Legyen Vi az egyik komponens ponthalmaza és V2 — (V(G) V (zh) WV. 
Legyen Gi — VIG) Inutayn és G2 — V(Aivautsu Két további esetet kell 
megkülönböztetnünk: 


2b. 


2bA. 


2bB. 


aleset: ty € E(G). Ekkor a G1 és G2 gráfokat az indukció alapján 
kiszínezhetjük, és a két színezést (esetleg a színek permutációja után) 
összeilleszthetjük. 
aleset: xy d E(G). Ekkor a G1 és G2 gráfok az indukció alapján ki- 
színezhetők. Azonban nem biztos, hogy a két színezés összeilleszthető: 
Lehet, hogy G1-ben 2 és y azonos színű, míg G2-ben különböző színűek. 
Ezért mindkét gráfhoz hozzásdjuk az xy élt. Legyen G4 és GZ az így 
kapott két gráf. Ekkor viszont nem biztos, hogy az indukciós feltevés 
alkalmazható. Elképzelhető, hogy vagy G1, vagy Gy D(G) 4-1 pontú tel- 
jes gráf (könnyen látható, hogy mindkettő nem lehet egyszerre ,, rossz"). 
Tegyük fel, hogy G) — Kprcyy1- Ekkor G1-ben z és y elsőfokú pontok, 
hiszen fokszámuk G-ben legfeljebb D(G). Legyenek r" és y" a megfelelő 
pontok szomszédai G1-ben. 

Ha 1" — y", akkor G1-nek nem is lehet más pontja, mert más esetben 
2! — y! elvágó pont lenne G-ben. Ha viszont G1-nek nincs más pontja, 
akkor GZ — Kprcyai miatt G izomorfiatípusát ismerjük. Ez alapján 
könnyű megadni a G gráf egy D(G)-színezését. 

Ha T" - y, akkor íx, 1) is elvágó halmaz (6.3.15. ábra). 
Ebből az elvágó halmazból is kiindulhattunk volna. A G) és GZ mintá- 
jára definiált két gráfban lesz másodfokú pont. Így az indukciós feltevés 
alkalmazható, és a két színezés összeilleszhető. TT 


ak k x 


A mohó algoritmust síkgráfok színezéseire alkalmazzuk. Egy gráf síkgráf, ha 
lerajzolható úgy, hogy semelyik élt ábrázoló görbének ne legyen olyan belső pontja, 
amely más élt ábrázoló görbéhez is hozzátartozik. A síkgráfok formálisabb defi- 
nícióját, illetve síkgráfok színezésének történeti jelentőségét a Síkgráfok fejezetben 
tárgyaljuk. Most csak (a Síkgráfok, későbbi fejezetben bizonyított) lemmára lesz 
szükségünk. 


6.3.16. Lemma. Egy G egyszerű síkgráf tartalmaz legfeljebb ötödfokú csúcsot. TT] 
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KE 


1 G-Kprgjaa 


6.3.15. ábra 


Ennek nyilvánvaló következménye egy jó színezési sorrend létezése síkgráfok 
esetén. 


6.3.17. Következmény. — Egy egyszerű síkgráf csúcsai sorbaállíthatók úgy, hogy 
minden csúcsot legfeljebb öt szomszédja előzi meg a sorban. 


Bizonyítás. Rekurzívan definiáljuk G csúcsainak (n — IV(G)I) egy vi, 2. ..-, Ün 
sorba rakását: A lemma által biztosított, legfeljebb ötödfokú csúcs legyen a sor 
utolsó csúcsa: vn. A többin — 1 darab csúcs sorrendjét a még be nem sorolt 
csúcsok által feszített Glv(Gyűív,; gráfra alapozva határozzuk meg. Azaz Un-1 a 
GiviGyva) BTÁf egy legfeljebb 5 fokú csúcsa, és eljárásunkat folytatva definiáljuk 
a VUn-2, . 401 csúcsokat. Ez a sorrend rendelkezik a megkívánt tulajdonsággal. n 


A most leírt sorrend alapján színezve kapjuk a a következő, hatszín-tételnek 
nevezett állítást. 


6.3.18. Következmény. Tetszőleges hurokél nélküli G síkgráfra x(G) S 6. 


Bizonyítás. Az előbb leírt sorrendet követő mohó színezési eljárás legfeljebb hat 
színnel színezi G-t. u 


Megjegyzés. A bizonyítás pontszám szerinti indukcióval is , megfogalmazható" . Mi 
azt az utat követtük, ami a színezés algoritmikus megkeresését hangsúlyozza. 


A későbbiekben hatékonyabb színezési módszerrel öt színnel is kiszínezünk 
egy tetszőleges síkgráfot. 
kk kk kk 
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Legyen adva egy egyenes és annak néhány zárt intervalluma. Színezzük ki az 
intervallumokat minél kevesebb színnel úgy, hogy metsző intervallumok különböző 
színt kapjanak. 

Ezt a problémát átfogalmazhatjuk egy gráfelméleti problémává. A fellépő 
gráfok egy nagyon fontos gráfosztályt definiálnak. 


6.3.19. Definíció. Legyen Z egy e egyenes zárt intervallumainak egy véges hal- 
maza. Definiáljuk a következő egyszerű gráfot: Á gráf csúcsai az intervallumok, 
Két csúcs (intervallum) össze van kötve, ha van közös pontjuk. Azokat a gráfokat, 
amelyeket így megkaphatunk, intervallumgráfoknak nevezzük. 


Intervallum színezési problémánk egy intervallum gráf (intervallam reprezen- 





Mielőtt a problémánkat tárgyaljuk megemlítünk egy alkalmazást, amely a kér- 
dés természetességét mutatja. Egy vállalkozásnak munkákat kell ellátni. Minden 
munkának (M;,) van egy kiadási (k;) és egy beadási határideje (b). Azaz az M; 
munkát a [k;,b;) időintervallumban kell elvégezni. Egy ember egyszerre csak egy 
munkát tud ellátni. Azaz a munkák intervallumait kell kiosztani embereknek úgy, 
hogy metsző intervallumokkal rendelkező munkák különböző emberekhez kerülje- 
nek. Minél kevesebb ember alkalmazásával szeretnénk megoldani a feladatot. 

Most lássuk a megoldásunkat. Az intervallumokat rendezzük a kezdőpontjuk 
(bal oldali végpontjuk) szerint, majd alkalmazzuk a mohó színezést. 

Ezt a színezési eljárást az alkalmazás nyelvén ís elmondhatjuk: A feladathoz 
az ellátó ember hozzárendelését akkor tesszük meg amikor a feladatot kiadják (ez- 
zel alakul ki a hozzárendelések közt a fent leírt sorrend). Az éppen kiadott munkát 
az első szabad emberre bízzuk. Ez az átfogalmazás mutatja, hogy a gráfelméleti 
nyelvezetünk mögött gyakran nagyon egyszerű, csak józan észt kívánó ötletek rej- 
lenek. 

Belátjuk, hogy színezésünk optimális lesz. Tegyük fel, hogy a színezésünk az 
1,2,...,é színeket használja. Legyen !/ — [k,b) egy olyan intervallum, amely a £ 
színt kapja. Ekkor vannak olyan 7-t metsző, már színezett intervallumok, amelyek 
az 1,2,...,4—2 illetve £—1 színt kapták. Ez az 4—1 darab intervallum / vizsgálatá- 
nál már színezett és /-t metsző intervallum. Ez csak úgy lehet, hogy mindegyikük 
tartalmazza a k pontot. Ez az £ — I intervallum I-vel együtt £ darab intervallumot 
alkot egy közös ponttal. (A gyakorlati példa nyelvét használva: találtunk olyan 
időpillanatot, amikor £ darab munka él egyszerre.) Nyilvánvaló, hogy minden szí- 
nezésnek legalább £ színre van szüksége (£-nál kevesebb dolgozóval munkáink nem 
oldhatók meg.) 

A fent talált £ intervallum a megfelelő intervallumgráfban £ páronként össze- 
kötött pontnak felelt meg. Érdemes ezt a fogalmat külön névvel illetni. 
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6.3.20. Definíció. Egy G gráf K csúcshalmza klikk, ha K bármely két csúcs 
összekötött. 


Természetes az alábbi gráfparaméter bevezetése is. 
w(G) — max(IKI: K klikk G-ben). 


Nyilvánvaló, hogy tetszőleges klikk színezésénél a klikk csúcsainak különböző 
színt kell adnunk. Így x(G) 2 w(G) is teljesül. Ezt az összefüggést egy későbbi 
szekcióban részletesebben is megvizsgáljuk. Most egy tételben összefoglaljuk eddig 
elért eredményeinket. 


6.3.21. Tétel. Legyen G egy intervallum gráf. 

(a) G csúcsait egy intervallumreprezentációja alapján a csúcsokhoz tartozó inter- 
valiumok kezdőpontja szerint rendezve, majd a mohó módon színezve G egy 
optimális színezéséhez jutunk. 

(b) x(G) — (6). 

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy az (i) alatt leírt x sorrend szerint móhó módon szí- 
nezve k színt használunk fel. A fentiekben találtunk egy X elemű klikket G-ben. 
Így w(G) 2 xr(G) 2 xX(G). x(G) 2 w(G), így fenti egyenlőtlenség sorozatunkban 
mindenhol egyenlőség szerepel. Ebből adódik tételünk két állítása. u 


Feladatok 
6.3.22. Adott a síkon n egyenes úgy, hogy semelyik három sem megy át egy kö- 
zös ponton. A metszéspontok közül kettő szomszédos, ha egy egyenesen vannak, 
és nincs köztük más metszéspont. Bizonyítsuk be, hogy a metszéspontok kiszí- 
nezhetők három színnel úgy, hogy a szomszédos metszéspontok különböző színt 
kapjanak. 
6.3.23. A fenti feladat jelöléseit használva legyen mr egy tetszőleges permutációja 
a G gráf csúcsainak. Bizonyítsuk be, hogy ha a G gráfnak n pontja van, akkor 
ni x(G) 
e [EESEZE 
xelGy e IS]: 
Adjunk példákat, amelyek mutatják, hogy becslésünkben egyenlőség is előfor- 
dulhat. 
6.3.24. Legyen P, az n pontú út. 
a) Bizonyítsuk be, hogy V(P,) tetszőleges r permutációja esetén 


2SxriPo) S3. 
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b)" Legyen ja azon mr permutációk száma, amelyekre x.(P,) — 2. Állapítsuk 
meg a jn számsorozat 


exponenciális generátorfüggvényét. 


6.4. Átszínezést alkalmazó színezési algoritmusok, Kempe-átszínezés 


A mobó színezés (mint minden mohó eljárás) hibája, hogy döntéseinket nem 
másítjuk meg akkor sem, ha később kiderül, hogy nem volt helyes. Nem meglepő, 
hogy a mohó eljárás által felhasznált színek számát javíthatjuk, ha egy új szín al- 
kalmazása előtt megpróbáljuk korábbi döntéseinket felülbírálni, korábban színezett 
csúcsok színét úgy megváltozttani, hogy az éppen színezett csúcsnál ne kelljen az 
új színhez nyúlni. Az alábbiakban egy nagyon fontos átszínezési módszert írunk le. 
Előtte azonban ismertetjük egy csúcs legegyszerűbb, triviálisnak nevezett átszíne- 
zését. 

Egy csúcs triviális átszínezése: Legyen G egy az l, 2, . . . , k színekkel színezett 
gráf. Legyen s(z) az z csúcs színe. Legyen T az z csúcs szomszédai színeit tar- 
talmazó színhalmaz. Legyen c € (1,2,...,k) (TU (s(z))). Az z csúcs triviális 
átszínezésével nyert színezés az T-től eltérő csúcsokhoz ugyanazt a színt rendeli, 
mint az eredeti színezés. r színe azonban a lesz. 

Megjegyezzük, hogy legfeljebb k — 2 fokú csúcsok esetén nyilvánvalóan elvé- 
gezhető a csúcs átszínezése. k — 1 fokú csúcsok esetén már elképzelhető, hogy a 
csúcs k — 1 szomszédjának színe különböző és a csúcs színével együtt kiadja a teljes 
pelettát, színezésünk merev az a csúcsban. 

Az alábbiakban Kempe egy sokkal mélyebb átszínezési módszerét ismertetjük. 

Kempe-átszínezés: Legyen G egy az 1, 2, . . . , k színekkel színezett gráf. Legyen 
1 és j két különböző felhasznált szín. Legyen VI ; az i vagy j színeket kapott csúcsok 
halmaza. Legyen G;,; a Viz csúcsok által feszített részgráf. Legyen S a G;; gráf 
egyik komponense. Az átszínezés során 5 csúcsainál az í, illetve j színeket cseréjük 
fel. Könnyen látható, hogy így egy jó színezésből egy új jó színezéshez jutunk. 
Ha S — (s) a Gs; gráf egy izolált pontja, akkor az átszínezés az s csúcs egy 
triviális átszínezése. Kempe ötletének lényege, hogy az átszínezést csak a Gij 
gráf egy komponensére végzi el. Ha a teljes G;,; gráf csúcshalmzán felcseréljük az 
ií és j színeket, akkor csak egy névcserét hajtottunk volna véghez, az átszínezés 
lényegében a kiinduló színezés lenne. 

uj x x 
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A Kempe-átszínezés első alkalmazása — Kempe eredeti gondolata — síkgrá- 
fok színezéséről szól (majd 40 évvel a síkgráfok színezési problémájának felvetése 
után). Az eredmény azt mondja, hogy minden hurokél nélküli síkgráf öt színnel jól 
színezhető. 


6.4.1. Tétel. (Ötszín-tétel, Kempe—Heawood (1890)) Tetszőleges, hurokélt nem 
tartalmazó G síkgráfra x(G) S 5. 


Bizonyítás. Tegyük fel, hogy G egy egyszerű síkgráf. Vegyük csúcsainak a mohó 
színezésnél leírt sorrendjét, azaz egy olyan sorrendet, ahol minden csúcsnak leg- 
feljebb öt megelőző szomszédja van. A mohó színezést hajtsuk végre, de a 6 szín 
felhasználása előtt álljunk meg és próbáljuk meg Kempe-átszínezéssel elkerülni a 
hatodik szín használatát. Belátjuk, hogy ez mindig lehetséges. 

Legyen V az eddig színezett csúcsok és az éppen színezendő z csúcs halmaza. 
Legyen Go — Gly. Az, hogy v a mohó színezés mellett a 6 színt kapja azt jelenti, 
hogy tv-nek pontosan öt szomszédja van (sorrendünk választása miatt ennél több 
szomszéd nem lehet), továbbá ezek különböző színűek. Rögzítsük a G gráf síkra 
rajzolását. Ez a v-ből kiinduló öt él és így a v csúcs öt szomszédjának egy körszerűen 
rendezett sorrendjét határozza meg. A v csúcs öt szomszédja legyen UI, U2 . . . , V6 
ennek a sorrendnek megfelelően indexelve. Feltehetjük, hogy v; színe i. 

A Kempe-átszínezésnél két színt kell választanunk. Először próbálkozzunk az 
1 és 8 színpárral. Legyen Vig az 1 és a 3 színű pontok halmaza. Vizsgáljuk a 
G1s — Glv.s gráfot. Ennek élei a G gráf azon élei, amelyek egyik végpontjának 
színe 1, a másik végpontjának színe pedig 3. Két esetet vizsgálunk. 

1. eset: A vi és vz csúcsok a G1,3 gráf különböző komponenseibe esnek. 

Ekkor a G1,3 gráf vi-et tartalmazó komponensében (ezt a 6.4.2. (a) ábrán 
H-val jelöltük) az 1 és 3 színeket felcserélve G — v egy új jó színezéséhez jutunk. 
Ekkor v szomszédságában vi és vs is a 3 színt kapja (a színezés módosítása vi-et 
átszínezte 3-ra, míg vs eredeti színe megmaradt). Így a színezés kiterjeszthető v-re 
a hatodik szín felhasználása. nélkül. 

2. eset: A vi és va csúcsok a G1,3 gráf ugyanazon komponensébe esnek. Azaz létezik 
egy P út G1,3-ban, amely a vi és uz csúcsokat köti össze. 

"Természetesen ekkor is elvégezhető az 1. esetnek megfelelő színezésmódosítás. 
Ekkor azonban vi és vsz színe is változik, és , ugyanoda jutunk, ahonnan elindul- 
tunk". 

Az 1. eset átszínezésének ötletét alkalmazzuk, de más színekkel. V2.4 és G2,a 
definíciója analóg Vi.3 és G1,3 definíciójával. Belátjuk, hogy a 2 és 4 színeket 
használva Kempe átszínezése működik. Ehhez azt kell belátnunk, hogy nem létezik 
O vava út G2,4-ben. Ez azért van, mert a P utat v-vel és a vvi, vzv élekkel 
kiegészítve egy C körhöz jutunk. A G gráf síkra rajzolásában a C kör a síkot 
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6.4.2. ábra 


két részre osztja. A v2 és va csúcsok különböző részbe esnek. Ennek megfelelően 
tetszőleges v2v4 útnak van közös pontja a C körrel. A síkrarajzolás miatt ez egy 
csúcs. A C kör pontjai 1 és 3 színűek, illetve egy színezetlen (a v csúcs). Így a v2va 
út nem haladhat G2.41-en belül. Azaz a 2 és 4 színeket használó Kempe-átszínezés 
után nem kell v színezéséhez felhasználnunk a hatodik színt. " 


Megjegyzés. Kempe ötlete a Pi 3 utak (ma már úgynevezett Kempe-láncok) be- 
vezetése és vizsgálata volt. Ő ennek az ötletnek a segítségével azt gondolta, hogy 
be tudta bizonyítani tetszőleges hurokélmentes gráf 4-színezhetőségét. Heawood 
volt, aki gondolatmenetében észrevette a hibát, és úgy javította, hogy a fenti tétel 
adódjon. 
xk kk k 

Végül megmutatjuk, hogy a Kempe-átszínezés hogyan alkalmazható a Brooks- 

tétel bizonyítására. 


6.4.3. Tétel. Legyen G egy összefüggő gráf, ami nem páratlan kör, és nem teljes 
gráf. Legyen D(G) a G gráf mazimális fokszáma. Ekkor 


X(G) s D(G). 
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Bizonyítás. A D — D(G) c 3 eset külön, egyszerűen tárgyalható. A továbbiakban 
feltesszük, hogy D 2 3, G egy összefüggő, nem egy D 4-1 pontú teljes gráf. 

Vegyük a csúcsok tetszőleges sorrendjét és alkalmazzuk a mohó algoritmust 
addíg amíg a D--1 színhez nem kell hozzányúlni. Tegyük fel, hogy az z színezésénél 
a mohó algoritmus a D 4-1 színt használná, Legyen V az eddig színezett csúcsok 
és az éppen színezendő x csúcs által alkotott halmaz. Legyen Gg — Gly. Haz a 
mohó színezés mellett a D 41 színt kapja, akkor z-nek pontosan D szomszédja van 
(ennél több nem lehet), továbbá ezek különböző színűek. Legyenek a szomszédok 
a v,V2,..., up, ahol az index megegyezik a megfelelő csúcs színével. A színezés 
T-re történő kiterjesztését először három esetben írjuk le. 

Definiáljuk a Kempe-átszínezésnél látott G1,2 részgráfot. Legyen 912 ennek 
a gráfnak a vi-et tartalmazó komponense. 

I. eset: va nem csúcsa §1.2-nek. Ekkor S1.2 csúcsainak Kempe-átszínezése 
, megnyitja" az utat az xr csúcs új szín felhasználása nélküli kiszínezésére. 

A továbbiakban feltesszük, hogy minden G;,; részgráfban v; és vs azonos Si; 
komponensbe esik. 

II. eset: Tegyük fel, hogy az S1,2 összefüggő gráf nem egy vi és va-t összekötő 
út. 

Ekkor egy §12-beli vi-et és ve-t összekötő P úton vi felől va felé haladva lesz 
egy legelső csúcs, amire illeszkedik nem P-beli, de 51,2-beli él; u. 

Először belátjuk, hogy triviális átszínezéssel u színe megváltoztatható: Ha u 
az út egy belső pontja, akkor u-nak van három azonos színű szomszédja. Való- 
ban, az úton közrefogó két pont és w három szomszéd, amelyek színe az 1 és 2 
színek közül az u színétől különböző. Mivel u foka legfeljebb D, ezért u triviális 
átszínezése lehetséges. Ha u az út első vagy utolsó pontja, akkor u!, az út menti 
egyetlen szomszéd és a színezetlen v csúcs lesz három szomszédja u-nak, amelyek 
garantálják, hogy u triviális átszínezése lehetséges. 

Végezzük el u triviális átszínezését és vizsgáljuk meg, hogy mi történik G1.2- 
vel. Könnyű ellenőrizni, hogy vagy vi. v2 valamelyikét átszíneztük vagy az új G1,2 
11-et tartalmazó komponense egy vi-ből induló út lesz, ami nem ér el v2-be. Azaz 
a módosított színezés kiterjeszthető lesz x-re a D 4 1 szín felhasználása nélkül, 
vagy az I. esethez tartozó színezés lesz. Ez utóbbi esetben a korábbiakban leírtak 
szerint egy további Kempe-átszínezésre van szükségünk mielőtt z-nek alkalmas 
színt adunk. 

A továbbiakban feltesszük, hogy az S; gráfok mindegyike egy út. Go nem 
D 4.1 pontú teljes gráf, így ezen gráfok legalább egyike nem egy egyetlen éllel 
rendelkező út. Tegyük fel, hogy 512 egy legalább kettő hosszú út. Legyen w egy 
belső pontja. 

III. eset: w ráesik valamelyik S1.2-től különböző S; ; útra. 
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Először belátjuk, hogy w triviális módon átszínezhető. Ha w a S; út belső 
pontja, akkor a w legfeljebb D sok szomszédja közül a $1.2-n szomszédos két csúcs, 
illetve a S; 5-n szomszédos két csúcs egymás közt azonos színű. Ez garantálja az 
átszínezhetőséget. Ha w a S;j út egy extrém pontja, akkor a w legfeljebb D sok 
szomszédja közül a §S1,2-n szomszédos két csúcs azonos színű, továbbá w egyik 
szomszédja v, a színezetlen csúcs. Ez garantálja az átszínezhetőséget. 

Végezzük el az átszínezést és vizsgáljuk az új G1,2 gráfot. Az I. eset alatt 
tárgyalt színezéshez jutunk. 

A továbbiakban feltesszük, hogy az S;; utak belső pontjainak halmaza pá- 
ronként diszjunktak és diszjunktak a ív, vi, 2, . .. ,vp) halmaztól is. 

Ebben az esetben a következőt tehetjük: Az 542, legalább kettő hosszú úton 
va szomszédja legyen w. Ekkor az Sza út mentén cseréljük fel a 2 és 3 színeket 
(egy Kempe-átszínezést végzünk). (Itt használjuk a kezdeti D 2 3 feltevésünket!) 
Az S12 útnak egyetlen csúcsa, v2 vált színt: va színe 3 lesz. Speciálisan w színe 
megmarad 1-nek. Ekkor azonban w az új színezett gráf G1,2 részgráfjának vi-et 
tartalmazó komponensébe, továbbá az új színezett gráf G1,a részgráfjának va-et 
tartalmazó komponensébe is beleesik. Így aktuális színezésünkre valamelyik olyan 
eset érvényes, amelyben leírtuk, hogyan is érhetjük el célunkat. 


Ezzel bizonyításunkat befejeztük. u 


6.5. Gráfok kromatikus száma és maximális fokszáma közötti összefüggés 


Foglaljuk össze a mohó színezési algoritmussal kapcsolatos néhány eredmé- 

nyünket. A következő implikációkat találtuk: 
D(G) , kicsi" 5 minden x-re xs(G) , kicsi? 
5 valamilyen r-re Xr(G) ,skicsi" — x(G) ,kicsi". 
A fenti három következtetés feltételei mind kapcsolatban állnak a kromatikus szám- 
mal: a feltételek teljesülése esetén a kromatikus számra felső becslést adhatunk. 
Sajnos ,a visszafelé irányok" általában nem igazak. Láttunk olyan példákat, ame- 
lyek mutatják, hogy: 
D(G) snagy" 2 x(6) nagy"; valamilyen r-re xr(G) nagy" £ X(G) nagy". 

Azaz nagy fokszámok esetén, további feltételek hiányában nem tudunk ér- 

demben szólni a kiinduló gráf kromatikus számáról. 
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Miért nem színezhető ki egy gráf k színnel? Kis k értékekre (k — 1, 2) megad- 
tuk a választ egy , teljes akadályrendszer" leírásával. Most talán a legtermészete- 
sebb akadályt vizsgáljuk a k-színezhetőség szempontjából. Ehhez elevenítsünk fel 
néhány definíciót. 

6.6.1. Definíció. Egy gráf teljes részgráfjának ponthalmazát klikknek nevezzük. 
w(G) a gráf legnagyobb klikkjének elemszáma. 

Az w gráfparaméter és a kromatikus szám kapcsolata formulával felírva: 
X(G) 2 w(G). Nem k-színezhetőséghez a nagy teljes részgráf létezése elégséges 
feltétel. 

Célunk, hogy belássuk, a szükségesség távolról sem igaz. A továbbiakban 
olyan G gráfokat konstruálunk, amelyekre w(G) — 2, x(G) pedig tetszőlegesen 
nagy. 

Definiáltuk egy gráf élgráfját. Emlékeztetőül felidézzük az irányított gráfok 

esetén definiálható változatot: 
6.6.2. Definíció. Legyen G egy irányított grál. T(G) a G gráf irányított érte- 
lemben vett élgráfja. Ez egy irányított gráf lesz, amelynek csúcsai a G gráf élei, 
és egy v csúcsából (xy él G-ben) vezet él egy u csúcshoz (zt él a 3 gráfban), ha 
y 7 z, azaz a két él irányított értelemben csatlakozik egymáshoz. 


A következő lemma az élgráf és az eredeti gráf kromatikus számát köti össze. 
(Egy H gráf H irányításának színezésénél természetesen az élek irányítása lényeg- 
telen, azaz xi) z x(H).) 


6.6.3. Lemma. Legyen G aG gráf egy irányítása. Ekkor 
ax) 2 x(G). 


Bizonyítás. Legyen k — x(T(G)). Ekkor az állítás azt mondja, hogy G-nek van 
2£ színnel történő jó színezése. A k — x(£(d)) egyenlőség alapján T(G) csúcsai 
(azaz G élei) k színnel jól színezhetők. Legyen p : E(d) — (1,2,...,k) egy fenti 
jó színezés. Legyen z € V(G) — V(G) esetén Ej az r csúcsba befutó élek halmaza. 
Ezek a szerint színezve vannak. Legyen wa az Ej élhalmazban felhasznált színek 
halmaza. :-re 2" lehetőség van. Ezeket a lehetőségeket úgy fogjuk fel, mint 
színeket. Ekkor z — wz G csúcsainak egy színezése lesz. Belátjuk, hogy ez G egy 
jó színezése. Tegyük fel, hogy ry € E(G), Tj € E(G) és 92 — 9y. Ekkor xy € Ej, 
így o(zy) € 9y. De ekkor wízy) € 9zx is teljesül, azaz z-be befut vwízy) színű él. 
Ez viszont ellentmond annak, hogy p az T(d) gráf egy jó színezése, n 
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Legyen R, a teljes gráf egy tranzitív irányítása. Azaz tegyük fel, hogy 
V(Ka) — (1,2,....n). Ka legyen az az irányítás, ahol az íj él kezdőpontja í 
és j közül a kisebb szám (azaz csúcs). 


6.6.4. Tétel. — Legyen G, az T(Rn) irányított gráf irányításának elhagyásával 
nyert gráf. Ekkor 

(1) Ga-ben nincs háromszög. 

(ii) X(Ga) 2 logg n. 


Bizonyítás. (i) Könnyen ellenőrizhető. 
(ii) x(Kn) — n, így az állítás az előző lemmából következik. ű 


k há ak 

A fenti eredményeket másképpen is tekinthetjük. Tegyük fel, hogy adva van 
egy G gráf, amelyben nincs háromszög. Tegyük fel, hogy egyik pontjában állunk. 
Ez a pont és a szomszédai által feszített részgráf egy csillag. Ez egy nagyon egyszerű 
struktúra. Azt mondhatjuk, hogy a lokális környezet alapján semmmi akadályt nem 
látunk a kevés színnel való színezésre. A fentiek alapján a , globális" kromatikus 
szám tetszőlegesen nagy lehet. 

Ennél , erősebb" példák is ismertek. Az egyik feladatból kiderül, hogy ha 
tudjuk, hogy a G gráfban nincs 2k -- 1 hosszú vagy rövidebb páratlan kör, akkor 
is lehetséges, hogy kromatikus száma tetszőlegesen nagy legyen. Ilyen gráfoknál 
azt is gondolhatjuk, hogy ha egyik pontjában állunk, és , látjuk" az összes, tőle 
legfeljebb k távolságra lévő pontot, akkor egy páros gráfot látunk (miért?). Tehát 
tetszőleges , sugár" esetén elképzelhető, hogy az ilyen sugarú környezetek a gráf 
tetszőleges pontja esetén páros gráfok, ennek ellenére a globális kromatikus szám 
nagyon nagy lesz. 

Léteznek olyan gráfok is, amelyekben adott k esetén nem létezik 2k 4 1-nél 
nem hosszabb kör, ennek ellenére a kromatikus szám nagyon nagy. Ilyen gráfokban 
s élve" tetszőleges pont k sugarú környezetében egy fát látunk. Ennek ellenére a 
globális színezéshez nagyon sok szín szükséges. 


Feladatok 


6.6.5. Egy egyenesen adott n pont. Az n pont által meghatározott £) intervallum 
mindegyikére mint átmérőre rajzoljunk egy kört. Színezzük ki a köröket úgy, hogy 
ne legyen két azonos színű olyan kör, amelyek kívülről érintik egymást. Mi a 
szükséges színek minimális száma? 

6.6.6. Legyen G egy irányítatlan egyszerű gróf. Legyen G az az irányított gráf, 
amelyet úgy kapunk, hogy G összes összekötött pontpárja közé beteszünk két, 
különböző irányba. irányított élt. Legyen T(G) ad irányított értelemben vett 
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élgráfja. Bizonyítsuk be, hogy 
2 k 
L(G)) — min(k : ( ) 2x(G) 
x(Z() — mint: ( geg ) 20000 


6.6.7. Legyen 7 9 az í-szeresen iterált irányított végl azaz JE Dog - 
- T(G), és T"ig) - T(T" (Gy). Mit mondhatunk TŐ (Rn) páratlan köre 
inek hosszáról? 

he k x 
6.6.8. Egy gráfban két élt teljesen független élnek nevezünk, ha végpontjaik négy- 
elemű halmazt alkotnak, és az ez által feszített részben csak a két kiinduló él van. 
Legyen G egy gráf, amelyben nincs két teljesen független él. Bizonyítsuk be, hogy 
w(G) S x(G) S w(GY?. 


6.7. Hadwiger-sejtés 


A fenti fejezet alapján tudjuk, hogy egy nem m — 1-kromatikus gráf nem 
feltétlenül tartalmaz m elemű klikket (még háromeleműt sem). Felmerül a kérdés, 
hogy , hasonló" részstruktúra létezése szükségszerű-e. 


6.7.1. Definíció. Egy G gráf minorként tartalmaz k elemű klikket, ha található 
G-ben Ri, Ra, . . ., Rk k darab pontdiszjunkt, összefüggő részgráf úgy, hogy minden 
íj esetén legyen olyan vivj él, amelyre v; € V(R;), és vj € V(R,). 


H. Hadwiger 1943-ban mondta ki sejtését, miszerint egy nem m—1 kromatikus 
gráf szükségszerűen tartalmaz m elemű klikket minorként. 


Sejtés: (Hadwiger-sejtés) Legyen G egy hurokél nélküli gráf. Ha x(G) 2 m, akkor 
G minorként tartalmaz m elemű klikket. 


A sejtés m — 1,2,3 esetén nyilvánvaló. m — 4 esetén nem túl bonyolult 
bizonyítás adható rá. A síkgráfok tárgyalásánál látni fogjuk, hogy m — 5 esetén 
a sejtés nyilvánvaló következménye lesz a négyszín-sejtés. Valójában kimutatható, 
hogy a Hadwiger-sejtés ezen esete és a négyszín-sejtés ekvivalens. A négyszín-sejtés 
igazolásával bizonyítást nyert a Hadwiger-sejtés m — 5 esete. Az m :z 6 esetet 1993- 
ban bizonyította N. Robertson, P. Seymour és R. Thomas. Bizonyításuk bonyolult, 
és támaszkodik a négyszín-tételre. 
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Azt, hogy egy adott G gráfban nincs k élű párosítás, azaz minden párosítás 
több mint [V(G)I — 2k pontot nem fed le, bizonyíthatjuk úgy, hogy egy olyan 
X halmazt adunk meg, amelynek elhagyása után több mint [XI 4 [V(G)I — 2k 
darab páratlan komponens keletkezik. Berge tétele alapján ez a bizonyítási módszer 
mindig működik. 

Ha azt akarjuk bizonyítani, hogy egy adott G gráf nem színezhető k színnel, 
akkor megpróbálhatunk megadni egy k -- 1 pontú teljes részgráfot G-ben. Tudjuk 
azonban, hogy ez a módszer nem mindig működik. 

A következőkben egy általános bizonyítási módszert adunk azokra az állítá- 
sokra, hogy valamely G gráf nem k-színezhető. 


6.8.I. Definíció. A következőkben három operációt alkalmazunk egyszerű grá- 
fokra: 
(1) Adott G gráfhoz új pontot vagy új élt adunk hozzá. 
(2) Egy adott G gráfban két össze nem kötött pontot azonosítunk, és az így 
keletkezett párhuzamos élekből csak egyet-egyet hagyunk meg. 
(3) Legyen G és G" két gráf, és zy € E(G), zy € E(G") két él G és G" 
Pontdiszjunkt uniójában az zy és zy" éleket elhagyjuk, azonosítjuk az r és 
az x! pontokat, majd y-t és g/-t összekötjük. 


A definícióban szereplő három operációra egy-egy példa a 6.8.2. ábrán látható. 


a 
(1 e 
zdi "Dl/ VES 


(a 





6.8.2. ábra 


6.8.3. Lemma. Legyen G egy gráf, amit k színnel nem színezhető gráf(ok)ból a 
fenti operációk segítségével nyertünk. Ekkor G sem színezhető ki k színnel. 
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Bizonyítás. Elég belátni, hogy egy tetszőleges operáció nem k-színezhető gráfokból 
nem k-színezhetőt képez. (1) és (2) esetén ez nyilvánvaló. Tegyük fel, hogy a 
G és G" gráfok nem k-színezhetőek, de a. (3) operációval nyert H gráf az lesz. 
Ekkor az y vagy az y csúcs r-től különböző színt kap (hiszen y és y" összekötöttek, 
azaz különböző színűek). Ennek megfelelően H színezését G vagy G" csúcsaira 
megszorítva egy jó színezését adja G-nek vagy G6"-nek k színnel (lehet, hogy csak 
az egyiknek, de már az is ellentmondás). s 


6.8.4. Következmény. K441 példányaiból kiindulva a fenti operációkkot nyerhető 
gráfok nem lesznek k-színezhetőek. 


A fenti következményt felfoghatjuk úgy, mint egy bizonyítási módszert. Ha 
egy G gráfot a fenti módon ,legyártunk" , akkor az bizonyítja, hogy G nem k- 
színezhető. A következő tétel azt mutatja, hogy ez a bizonyítási módszer , teljes" . 


6.8.5. Tétel. (Hajós tétele) Legyen G egy nem k-színezhető egyszerű gráf. Ekkor 
G az (1), (2) és (3) operációkkal megkapható Kk4i példányaiból. 


Bizonyítás. Tegyük fel, hogy G egy ellenpélda a tételre, azaz G egy k színnel 
nem színezhető gráf, és nem kapható meg az (1), (2) és (3) operációkkal Kh41 
példányaiból. Tegyük fel, hogy G egy ntelített" ellenpélda, azaz tetszőleges új éllel 
bővítve G-t már egy ,legyártható" gráfot kapunk. Egy ilyen, maximális gráfokra 
vonatkozó strukturális állítást igazolunk. 


6.8.6. Lemma. Legyen G egy, a fentiekben leírt, telített ellenpélda. G csúcsait 
osztályokba sorolhatjuk úgy, hogy két csúcs akkor és csak akkor legyen összekötve, 
ha különböző osztályba esik. 


Bizonyítás. Az a bizonyítandó, hogy G-ben az ,, azonosnak vagy nem összekötött- 
nek lenni" egy ekvivalenciareláció. Tegyük fel, hogy ez nem igaz. Ekkor G-ben van 
egy z, y. 2 ponthármas úgy, hogy xy, cz £ E(G), de yz € E(G). 

Legyen Gi — GU (zyh és Gz — G U (mz). (A fentiek alapján V(G1) - 
- V(G2) — V(G), azaz G1 és Ga ugyanazon a csúcshalmazon van. Szemléletesebb 
lesz pontdiszjunkt gráfokkal foglalkozni. A továbbiakban feltesszük, hogy Gi és 
G2 csúcshalmaza diszjunkt. A pontdiszjunktság ellenére G1 és G2 csúcsai azono- 
síthatók egymással. Egy a € V(G1) csúcs párját a/-vel jelöljük (a/ € V(G2)).) 
Feltevésünk alapján G1 és G2 megkapható az operációk segítségével. Alkalmazzuk 
a (3) operációt G1-re és G2-re az xy és z/2! élekkel (z és z az azonosítandó két 
csúcs). A kapott gráfban minden csúcsra és vesszőzött párjára alkalmazható a (2) 
operáció. Ezek végrehajtása után G-t kapjuk. Azaz G is , legyártható" volt. Az 
ellentmondás a lemmát igazolja. "u 


6. Gráfok színezése 197 


Ekkor G lemma szerinti osztályozásában legalább k -- 1 osztálynak kell lenni, 
hiszen G nem színezhető ki k színnel. Ekkor viszont G-nek van k 41 pontú teljes 
részgráfja. Ez alapján G csak az (1) operációval is megkapható Kr41 egy példá- 
nyából. Az ellentmondás a tételt igazolja. TT 


Megjegyzés. A fenti bizonyítási módszer működik minden gráfra. Kérdéses az, 
hogy hossza milyen nagy. Egy Kőnig-, illetve Tutte-akadály felírása és ellenőr- 
zése nem kíván több lépést, mint a gráf méretének egy polinomja. Egy , Hajós- 
bizonyításban" a bizonyítás hosszáról ezt nem tudjuk. 


6.9. k-színezések száma, kromatikus polinom 


A továbbiakban azt vizsgáljuk, hogy egy adott G gráfnak hány k-színezése 
van. Ezt a számot jelöljük fG(X)-val, ekkor fo: Nt 6 N. 

Egyszerű belátni, hogy fr, (k) — k(k—1)--:(k—n- 1), és fe, (4) — kr. 
Tehát a teljes és az üres gráf függvénye egy polinom pozitív egész értékekre való 
megszorítása. Mint nemsokára kiderül, ez tetszőleges gráfra igaz. 


6.9.1. Lermma. — Legyen G egy gráf, és e — uw egy éle. Legyen G/e az e él 
összehvúzásával kapott gráf. Ekkor 


fa(k) — fa-elk) — favelk). 


Bizonyítás. G — e jó színezéseit osszuk két osztályba aszerint, hogy u és v azo- 
nos vagy pedig különböző színt kap-e. Az egyik osztályba G, a másikba G/e jó 
színezései kerülnek. Ez alapján az egyenlőség adódik. a 


A fenti lemma több szempontból hasznos. Egyrészt egy algoritmust ad fa(X) 
kiszámítására. Másrészt lehetőséget ad indukciós bizonyításra. Egy ilyen indukciós 
bizonyítás egyből kiadja, hogy fc egy polinomfüggvény. 


6.9.2. Lemma. Legyen G egy tetszőleges gráf. Ekkor Ía(k) egy G-től függő poli- 
nomfüggvénye k-nak, 


Bizonyítás. 1. bizonyítás. IE(G)I-re vonatkozó teljes indukció. Ha G üres, akkor 
az állítás igaz. Ha e c E(G), akkor az előző lemmából és az indukciós feltevésből 
adódik az állítás. 

2. bizonyítás. Vegyük a gráf összes színezését (a nem jó színezéseket is). Ezek 
több színezést is tartalmaznak, mint amiket meg akarunk számolni. Így ezekből 
ki kel! szitálnunk a , rosszakat" , amelyek valamelyik élt rosszul színezik. A szita 
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formula (más néven tartalmazás és kizárás elve) alkalmazható. A kapott formula 
alapján a színezések számát megadó függvény egy polinom. u 


Megjegyzés. Az fa függvény pozitív egészeken értelmezett függvény. Grafikonja 
megszámlálható sok diszkrét pont a koordinátasíkon. A fenti tétel azt mondja ki, 
hogy van olyan polinom, amelynek grafikonja ezeken a pontokon áthalad. Nyilván- 
való, hogy ha létezik ilyen polinom, akkor az egyértelmű. 

Mindkét bizonyításból adódik, hogy az fa(k), pozitív egészeken értelmezett 


függvényt , interpoláló" polinom egész együtthatós. 


6.9.3. Definíció. . A G gráf kromatikus polinomja az a Pa(r) € ZIz] polinom, 
amelyre minden pozitív k számra Pa(k) a G gráf k-színezéseinek száma, 


A korábbi megjegyzés éppen a definíció jogosságát és korrektségét mutatja, 


Feladatok 
6.9.4. Határozzuk meg a PG(zx) kromatikus polinomot a következő G gráfok esetén: 
(a) n pontú teljes gráf, 
(b) n hosszú út, 
(c) n pontú kör, 
(d) tetszőleges n pontú fa. 


6.10. Élszínezések 
Gráfok élszínezéseit a Kőnig-tétel egy következményének tárgyalásánál már 


érintőlegesen vizsgáltuk. Most részletesebben is kitérünk erre a központi kérdés- 
körre. 





6.10.1. Definíció. Legyen s: E(G) CN a G eráf egy élszínezése. 

Ezt jó élszínezésnek nevezzük, ha bármely két szomszédos e és f élnek színei 
különbözők, (Két különböző él akkor és csak akkor szomszédos, ha van közös 
végpontjuk. Egy él pontosan akkor szomszédos önmagával, ha hurokél.) 


Természetesen (mint (csúcs)színezéseknél) élszínezéseknél is feltesszük, hogy 
gráfunk nem tartalmaz hurokélt. 


Megjegyzés. Egy élszínezés akkor lesz jó, ha az azonos színt kapott élek egy párosí- 
tást alkotnak. Tehát jó élszínezés felfogható mint a G gráf élhalmazának osztályo- 
zása, amelyre minden osztály esetén a hozzá tartozó élek egy párosítást alkotnak. 
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A (fcsúcs)színezés esetéhez hasonlóan természetes a következő optimalizálási 
problémát vizsgálni: Határozzuk meg egy adott G gráf esetén a jó élszínezéshez 
szükséges színek minimális számát. 


6.10.2. Definíció. A fenti optimalizációs feladat optimumát a gráf élkromatikus 
számának nevezzük, és xe(G)-vel jelöljük. 


A pontszínezés esetén feltehettük, hogy a gráf egyszerű. Élszínezések ese- 
tén ez már nem tehető fel. Egyszerű gráfok, illetve nem egyszerű gráfok esetén 
vizsgálataink lényegesen különböző eredményekre vezethetnek. 

Legyen D(G) a G gráf maximális fokszáma. Nyilvánvalóan xe(G) 2 D(G). 
Egyenlőség nem mindig áll fenn: Páratlan körök maximális fokszáma 2. Élszíne- 
zésükhöz két szín nem elegendő, élkromatikus számuk 3. Egyszerű gráfok esetén 
vigazi nagy" eltérés azonban nem lehetséges a D(G) és xe(G) paraméterek között. 


6.10.3. Tétel. (Vizing tétele) Legyen G egyszerű gráf. Ekkor 
IG) £ xe(G) S D(G) 3-1. 


Bizonyítás. Csak a felső becslést kell igazolnunk, azaz be kell látnunk, hogy min- 
den G egyszerű gráfnak van D(G) 4 1 színt használó jó élszínezése. Pontszámra 
(IV(G)I-re) vonatkozó teljes indukciót használunk. Kis pontszámok esetén az állí- 
tás könnyen ellenőrizhető. 

Az indukciós lépéshez legyen G egy tetszőleges, legalább két csúcsot tartal- 
mazó gráf. Legyen v a G gráf egy tetszőleges csúcsa. G — v pontszáma kisebb G 
pontszámánál, így alkalmazhatjuk rá az indukciós feltevést: G— v éleit kiszínezhet- 
jük D(G) 4-1 színnel úgy, hogy a szomszédos élek különböző színt kapjanak. Így a 
G gráf egy parciális jó élszínezését kapjuk: G-ben lesznek színezett és színezetlen 
élek, a színezett szomszédos élek színei különbözők. A bizonyítás érdemi része azt 
mutatja meg, hogyan lehet az indukcióból nyert parciális jó színezést kiterjeszteni 
az összes élre. 

A legegyszerűbb kiterjesztési módszer, hogy egy színezetlen élnek olyan színt 
adunk, amelyet egyik végpontjára illeszkedő színezett élnél sem használtunk, és 
a korábbi színezést megtartjuk. Az ilyen színeket (erre az élre vonatkozó) szabad 
színeknek nevezzük. Sajnos kizárólag ezzel a (triviális) kiterjesztési módszerrel 
, nem boldogulunk". 

A kiterjesztési eljárás fázisokban történik. Az eljárás egy fázisának kezdetén 
a színezetlen élek mind v-re illeszkednek. A fázis folyamán — ha szükséges, akkor 
a meglévő színezés módosításával — egy színezetlen él színt kap (míg a színezett 
élek színezettek maradnak). 
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Az eljárás folyamán megőrizzük a következő tulajdonságokat: 


(a) Minden színezetlen él esetén legalább egy szabad szín van. 
(7) (b) Legfeljebb egy él kivételével minden. színezetlen él esetén 
legalább két szabad szín van. 


Ha nincs színezetlen élünk, akkor a (7) tulajdonság nyilvánvalóan teljesül. Ha az 
összes v körüli él színezetlen, a (7) tulajdonság akkor is teljesül, hiszen minden 
színezetlen él esetén az egyik végpont v, amelyre nem illeszkedik színezett él (nincs 
atiltott? szín), a másik végpontnál pedig legfeljebb D(G) - 1 színezett él van, 
amelyek legalább két szabad színt megengednek. 

A színezés kiterjesztésére szolgáló eljárásunkat a következő lemma írja le. Ezt 
ismételten alkalmazva az indukciós (G-ben parciális jó) élszínezést a, G gráf egy 
D(G) 4-1 színt használó, jó élszínezésévé terjeszthetjük ki. " 


6.10.4. Lemma. Legyen G egy egyszerű gráf, a pedig egy parciális, D(GY-4 1 színt 
használó jó élszínezés úgy, hogy a színezetlen élek egy közös, v csúcsra illeszkednek, 
és a (T) tulajdonság teljesül. Ekkor a színezés módosítható úgy, hogy a színezetlen 
élek halmaza csökkenjen, és a (T) tulajdonság megmaradjon. 


Bizonyítás. A színezetlen élek halmaza legyen S. Legyen s — Isa gsecdív) S 
D(G)). 

s — 1 esetén az állítás nyilvánvaló, hiszen a színezetlen élnek egy szabad színt 
adva a triviális színkiterjesztés megfelelő. 

A továbbiak s 2 2 esetén ismertetjük a színezés kiterjesztését. Legyen C(e) 
az e e 5 élhez tartozó szabad színek halmaza. Feltételeink alapján egy eg € S 
esetén IC(eo)] 2 1, és e / eo € 5 esetén [C(e)l 2 2. Legyenek C"t(e) c C(e) olyan 
halmazok, amelyekre [C"(eo)l — 1 és [C"(e)l — 2 teljesül minden e 5 eg € § esetén. 

Két esetet vizsgálunk. 
1. eset: Van olyan c szín, amely pontosan egy C" halmazban van. 

Tegyük fel, hogy c E C"(f) egy f e S él esetén. Ekkor a kiinduló a élszínezést 
triviális módon terjesszük ki úgy, hogy az f élnek c színt adunk. 
2. eset: Nincs olyan c szín, amely pontosan egy C" halmazban van. 

Mees lee) — 2151 — 1, és feltételünk szerint a vizsgált összegnek legalább 
21 Uees C"(e)l-nek kell lennie. Tehát 


1Uees C"(e)l c ISI £ de(v) £ D(G) c D(G) 4-1. 


Így 
(D(G) 4-1) —1Uees C"(e)I 2 de(v) — ISI. 
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(D(G) 41) -IUzes C"(e)l a C" halmazokban nem szereplő színek száma, da(v)-ISI 
a u csúcsra illeszkedő éleken használt színek száma. Speciálisan van olyan szín, ami 
nem szerepel egyetlenegy €"(e)-ben, és v-re nem illeszkedik ilyen színű él. Legyen 
egy ilyen szín cz. Legyen C"(eg) — (co). 

Vizsgáljuk a G gráf co és cz színű éleit. Az eg él v-től különböző u végpontjára 
nem illeszkedhet ca színű él. (eg-ra nézve cg szabad szín.) Így a ca és cs színű élek és 
végpontjaik által alkotott részgráf u-t tartalmazó komponense egy ur út. Ennek az 
útnak u-ra illeszkedő éle (ha van ilyen, hiszen u — x lehetséges) cz színű. Az úton 
a cg és ci színeket megcserélve G egy újabb (ar) parciális jó élszínezését nyerjük, 
amelyben a színezett élek halmaza azonos a kiinduló (a) parciális jó élszínezésével. 

Vizsgáljuk meg a színváltást közelebbről: Ha r — u, akkor nincs változtatás 
a színezésben. Ekkor tudjuk, hogy eg-ra nézve ci is szabad szín. A továbbiakban 
az z Z u esetet nézzük. Az úton kívüli pontokra illeszkedő éleken a színezés 
nem változik. Az út belső pontjaiban a színezés úgy változik, hogy egy ca és ci 
színű él színét felcseréljük. Az u-ra illeszkedő élek között a ci színű él színét Co-ra 
változtatjuk. Az út u-tól különböző r végpontjában egy él színe cz-ről (i - 0 vagy 
1) €1--re változik. x nem lehet v, hiszen v-re nem illeszkedhet. c; színű él (ci esetén 
ez a ci szín definíciójából adódik, cg esetén pedig azért teljesül ez, mert eg esetén 
cg egy szabad szín). 

Az út mentén elvégzett színváltás a szabad színek halmazát a következőkép- 
pen változtatja meg: eg-ra nézve cz szabad színné válik. u-ra és r-re nem illeszkedő 
színezetlen élekre vonatkozólag a szabad színek halmaza nem változik. Ha uz egy 
színezetlen él, akkor a C"(vx) halmaz elemei továbbra is szabad színek maradnak, 
vagy ca lesz a halmaz egyetlen eleme, amely a változás után már nem lesz szabad 
(ei g Ct(ux) c UsesC(e)). 

Tehát ha az a! parciális jó élszínezést vesszük, és eg-t kiszínezzük ci színűre, 
akkor a (T) tulajdonságot megtartjuk, és a színezetlen élek halmazát €0-lal csök- 
kentjük. " 


A párosítások és élszínezések kapcsolatában nem tudunk elmélyedni. Csupán 
egy Kőnig tételének következményeként tárgyalt tételt újra kimondunk: 


6.10.5. Tétel. G páros gráf esetén x.(G) — D(G). 


Egyszerű gráfok esetén az élkromatikus szám D(G) vagy D(G) 41 értéket 
vehet fel. A fenti tétel azt mondja ki, hogy a páros gráfok esetén a maximális 
fokszámboz képest nem kell , plusz egy szín? . 

Nem egyszerű gráfok esetén xe(G) és D(G) között nagyobb különbséget is 
mutatbatunk. Ehhez k-szorozzuk meg egy háromszög éleit. A kapott gráf 2k regu- 
láris lesz. De bármely két éle szomszédos, tehát élkromatikus száma 3k. Shannon 
alábbi (bizonyítás nélkül közölt) tétele alapján ez a legnagyobb különbség. 
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6.10.6. Tétel. (Shannon tétele) 





De) s xete) s [52]. 


7. Extremális gráfelmélet 


Turán tétele s Erdős—Stone-tétel e Kizárt O4 részgráfra vonatkozó tétel e 
Geometriai alkalmazások s Egységtávolságok száma egy véges ponthalmazon 
belül e Rendezett halmazokon lévő struktúrákra vonatkozó extremális kérdé- 
sek e Topológikus részgráfokra vonatkozó extremális kérdések 


7.1. Az alapkérdés 


Rögzítsünk egy gráfméretet (csúcsszámot), és vizsgáljuk ezen méretű egyszerű 
gráfokat. Ezen gráfok izomorfiatípusainak halmaza legyen 6. Gn elemeit abból a 
szempontból tekintjük, hogy egy T gráftulajdonsággal rendelkeznek-e. A nyilván- 
való esetek kizárása miatt a T tulajdonságról tegyük fel, hogy nem triviális, azaz 
van a tulajdonságot kielégítő és a tulajdonságot nem kielégítő gráf is. 

Legyen p egy gráfparaméter (p egy §,-en értelmezett függvény). Legyen 
m 7 minGeg, P(G), és M — maxgeg, p(G). A p(G) 2 m feltételt az összes n pontú 
egyszerű gráf kielégíti. Így nem triviális 7 tulajdonság esetén a feltétel által meg- 
engedett gráfok között lesz 7-t kielégítő és nem kielégítő gráf is. A p(G) 2 M41 
feltételt egyik gráf sem teljesíti. A formális logika szabályai alapján mondhatjuk, 
hogy a p(G) 2 M 3-1 feltétel garantálja, hogy G-re teljesüljön a 7 feltétel. Ha 
a p(G)-re adott alsó becslést az m és M 4-1 értékek között változtatjuk, akkor 
találunk egy (az (n, T,p) hármashoz tartozó) , fordulópontot": egy minimális k 
értéket úgy, hogy tetszőleges G € G,, esetén ha p(G) 2 k, akkor G rendelkezik a T 
tulajdonsággal, de van olyan N € Gn, hogy p(N) — k — 1, és N nem rendelkezik a 
T tulajdonsággal. Ebben az esetben ezt a k értéket jelöljük P-extín; T)-vel. 

Az extremális gráfelmélet célja a p-extín; T) értékek meghatározása. Extre- 
mális kérdések nemcsak gráfokra, hanem más struktúrákra is megfogalmazhatók. 

A fenti igen általános célkitűzést konkrét esetekkel világítjuk meg. Látni 
fogjuk, hogy korábbi eredményeink némelyike felfogható az extremális gráfelméleti 
vizsgálatok részeként. 
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Dirac tétele azt állította, hogy ha egy n pontú egyszerű gráf minden fokszáma 
legalább [n/2], akkor garantáltan tartalmaz Hamilton-kört. Könnyű meggondolni, 
hogy a tételben szereplő In/2] érték nem csökkenthető. Legyen ő(G) a gráf mi- 
nimális fokszáma, és H a , Hamilton-körrel rendelkezni" tulajdonság. Ekkor a 
Dirac-tétel azt állítja, hogy 


6-ext(n; H) — [8] g 


A második példában a 7 tulajdonság ,egy adott Go részgráfot tartalmazni" 
lesz. (Természetesen ez a tulajdonság nemcsak gráfokban vizsgálható, hanem olyan 
struktúrákban is, ahol részstruktúrát lehet definiálni. Ekkor Go szerepét egy adott 
részstruktúra veszi át.) 

A gráfparamétert válasszuk az élszámnak. 

Olyan tételt szeretnénk bizonyítani, amely szerint bizonyos élszám biztosít 
Go-val izomorf részgráfot. Ilyen tétel nyilván létezik, hiszen az élszámra 6) alsó 
becslést adva biztosítjuk, hogy gráfunk teljes gráf legyen, és ekkor tartalmaz rész- 
gráfként tetszőleges, legfeljebb n pontú, egyszerű gráfot. Ha a kizárt részgráf pont- 
száma több, mint n, akkor az élszámra f5) 41 alsó becslést adva biztosítjuk, hogy 
feltételünk ne legyen kielégíthető, így a kívánt tétel automatikusan igaz lesz. Má- 
sik oldalról, ha az élszámról nem teszünk fel semmit, akkor az összes n pontú 
egyszerű gráfot megengedjük, és , érdekes Ga gráfokra" nem garantált, hogy legyen 
Gy részgráfunk. Természetesen a Go gráfhoz tartozó , fordulópontot" az eddigiek 
alapján JE()I-ext(n; 7Gv)-lal kellene jelölni, ahol! Ta. a ,Go-lal izomorf részgráfot 
tartalmazni" tulajdonság. A kérdés fontossága miatt célszerűbb egy egyszerűsített 
jelölést bevezetni. 


7.1.1. Definíció. — Legyen ext(n; Go), az a minimális szám, amelyre minden n 
pontú, ext(n, Go) élű egyszerű gráf tartalmaz Go-lal izomorf részgráfot. 


Az extín; Go) értéket úgy is bevezethetjük, hogy a Go-t részgráfként nem 
tartalmazó egyszerű gráfok között a legtöbb élű gráf élszáma ext(n; Go) — 1. Ezen 
megközelítés alapján időnként Go-ra, mint kizárt részgráfra hivatkozunk. 

A fejezet legnagyobb részét azon vizsgálatok foglalják el, amelyek során az 
ext(n; Go) értéket határozzuk meg, vagy becsüljük különböző Go gráfok esetén. 
Először azt az esetet vizsgáljuk, amikor Go egy teljes gráf. Turán Pál magyar 
matematikus oldotta meg ezt a problémát. Ezzel megindította a ma extremális 
gráfelméletnek nevezett kutatási irányt. Az általa bebizonyítottakhoz hasonló té- 
teleket Turán-típusú tételeknek is nevezzük. 

Az eredeti Turán-tételt már a független ponthalmazok vizsgálatánál szinte 
,, mellékesen" megkaptuk. Ennek ellenére itt újból kimondjuk és bebizonyítjuk. 
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Turán-típusú tételek gráftól eltérő struktúrákra is adhatók. A fejezetben erre 
ís adunk példát, ahol a struktúrát olyan páros gráfok adják, amelyekben két szín- 
osztály elemei rendezve vannak. 

Hogy harmadik példánkat is leírjuk, szükségünk lesz néhány fogalomra. 


7.1.2. Definíció. Egy G gráfban egy e — xy él felosztásával nyert H gráf az 
a gráf, amelynek csúcshalmaza V(GYUfu), élhalmaza (E(G) (ep Ü(ei,e2) (az 
E(G) V(e) élhalmaz elemeit , régi éleknek", ez-et és e2-t , új éleknek" nevezzük), 
és a régi élek illeszkedése ugyanaz, mint G-ben, az új élek illeszkedése pedig a 
következő: ez T-et és u-t, eg pedig u-t és y-t köti össze. 


A fenti definíció jóval egyszerűbb operációt ír le, mint ahogy azt hosszúsága 
miatt gondolnánk. Az u pontot egy új csúcsnak is tekinthetjük , az e él közepén" , 
ami természetesen a régi e élt két élre osztja. 


7.1.3. Definíció. A H gráf a G gráf felosztása, ha H megkapható G-ből az 
élfelosztás operáció ismételt alkalmazásával. 


Azt is mondhatjuk, hogy H felosztása G-nek, ha megkapható úgy, hogy G 
éleit legalább 1 hosszú pontfüggetlen utakkal helyettesítjük. 


7.1.4. Definíció. A Go gráf a G gráf topologikus részgráfja, ha G tartalmazza 
részgráfként Go egy felosztását. 


Az extremális gráfelmélet témájára harmadik példánkban a 7 tulajdonság a 
utartalmaz Gg topologikus részgráfot" tulajdonság lesz. 

A paramétert ismét az élszámnak választjuk. 

A megfelelő extremális függvényt top-ext(n; Go)-val jelöljük. 

Ezen függvény becslésével a fejezet végén foglalkozunk. 

A. fenti példák csak kis ízelítőt adnak az extremális gráfelmélet témájából. A 
gráfelméletnek ezek a kérdései, igen széleskörű alkalmazásaik miatt, a kutatások 
egyik legfontosabb irányát adják. 


7.2. Turán tétele 


Célunk egy k természetes szám esetén a K4-t részgráfként nem tartalmazó 
egyszerű gráfok maximális élszámának meghatározása. A következőkben mega- 
dunk nagy élszámú egyszerű gráfokat, amelyek nem tartalmazzák Kk-t részgráf- 
ként. Ezeket Turán Pál emlékére Turán.gráfoknak nevezzük. 


206 7.2. Turán tétele 


7.2.1. Definíció. Legyen Tk a következő, n pontú egyszerű gráf (k 2 1): Legyen 
VIT) — (1,2,-... 1) — V, és V — A1U A2U... U Ax-i U Ak a ponthalmaz k 
darab majdnem egyenlő halmazra való osztályozása (tehát A:nAz — 0, hai j, és 
fás] - tási £ 1 bármely í, j-re), és E(G) — (gy: T € A;, és y € A; valamely í / 
z j esetén), azaz a különböző halmazok közt az összes lehetséges élt behúzzuk, 
míg egy halmazon belül nem vezet él. 


n £ k esetén T,.k a teljes gráf, és Ta az üres gráf. A 7.2.2. ábrán példát 
láthatunk a Turán-gráfokra. 





7.2.2. ábra 
A Tk Turán-gráf n — 11 és k — 3 esetén. 


Megjegyzés. Az egyes [A] osztályok elemszámainak összessége (mint multihalmaz) 
egyértelműen meghatározott. Han—g:ktr,ahbol0£rck-1, akkor r darab 
A; halmaz elemszáma lesz g -t 1, és a többi (k — r darab) osztályé g. Így a fenti 
definíció izomorfia erejéig meghatározza a Turán-gráfokat. 


Nyilvánvaló, hogy Tn.k-i nem tartalmazza Kk-t részgráfként. Valóban, a 
skatulyaelv alapján k pontot kiválasztva a ponthalmazból legalább kettő ugyanabba 
az A; halmazba esik, tehát nincsenek összekötve. Jelölésünkkel ez azt jelenti, hogy 
extín; K4) 5 IE(T x-1)]- Belátjuk, hogy ez a becslés éles. 


7.2.3. Tétel. (Turán-tétel) k 2 2 esetén 
extín; Kr) — JE(Tnk-nl 41. 


Bizonyítás. Azt kell belátnunk, hogy ha G egy n pontú egyszerű gráf, amelyre 
IE(O)I 2 IE(Tx—1)], akkor G tartalmazza Kx-t részgráfként. 


7. Eztremális gráfelmélet 207 


Az állítást n-re vonatkozó teljes indukcióval bizonyítjuk, Az indukciós lépés 
n-rőln-(4—1)-re történik. Így az indukció elején k—1 egymás utáni n értékre kell 
ellenőriznünk az állítást. Ez könnyen megtehető, hiszen n — 1,2,...,k — 1 esetén 
az állítás nyilvánvaló (hiszen ekkor semmitmondó). 

Nézzük az indukciós lépést: Legyen G egy n pontú gráf (n 2 k, ésn— (k—1) 
pontú gráfokra már igazoltuk a tételt). Legyen Kg egy maximális elemszámú klikk 
G-ben. Ha [Kol 2 k, akkor készen vagyunk. Ha [Ko] £ k— 1, akkor legyen 
S c V(G) egy k — 1 elemű halmaz, amely tartalmazza Kg-t. 

Legyen 5 z V(GY VS. Vizsgáljuk Gly-t. Ez egy n — (k — 1) pontú egyszerű 
gráf. Így ha éleinek száma nagyobb, mint IE Th-(k-1)k-1)l, akkor az n-re vonat- 
kozó indukció alapján Gly-ban (és így G-ben is) van Kk-val izomorf részgráf. A 
továbbiakban feltesszük, hogy JE(Glz)I S IRC-n kra)]. 

Ha S egy pontjából k — 1 él vezet §-hez, akkor ez a Pont Ko pontjaival egy 
IKol-4 1 pontú teljes részgráfot feszít G-ben, ami ellentmond Kg választásának. A 
továbbiakban feltesszük, hogy S minden pontjából legfeljebb k — 2 él vezet 5-hez. 

Az eddigi meggondolásaink összegzéseként feltehetjük, hogy 


(IROI SIEMegznandt 4-2 k-1) a (759) 


Ezen egyenlőtlenség jobb oldalán az első tag az $-on belüli, a második tag az S és 
5 ponthalmazok közti, a harmadik tag pedig az §-en belüli élek számát becsüli. 
A bizonyítás befejezéséhez az szükséges, hogy észrevegyük, n 2 k esetén 


e) TE esona dl (kn (ken) r (79) -letmank 


Azaz a (r) egyenlőtlenség ellentmondás feltevésünkkel, ami az állítást bizonyítja. 
Tehát a bizonyítás befejezéseképp a (xr) egyenlőséget kell igazolnunk. 

Ezt az egyenlőséget a következőképpen láthatjuk be: A V(T.k-1) — ALU 
AzU...U Ak-1 osztályozásban minden halmazból kiveszünk egy pontot: a; E A; 
(£— 1,2,...,4— 1). Ekkor legyen T — fa1,az,...,ax-ib, és T — V(Tnk-1) N 
T. Ekkor JET DI — IZ(Znk-il)] 4 JET, T)I 4 1E(Tk-ile)l. Azonban a 
T — (AV (ap U (42 V fazh) U... U (Ari V(ark-1]) osztályozás , izomorf" a 
Th-(k—1)k-i Turán-gráf ponthálmásánák definíciójában szereplő osztályozásával. 
Tehát Tn.x-ily izomorf TT). 4-1),x—1-gyel. Egyszerű meggondolni, hogy T egy a 
pontjából (tegyük fel, hogy a € A; V (as)) 7 összes pontjába vezet él, kivéve a,-be. 
Pzek alapján 

VEXTnk-n)I -EKGI I -- IE(T, TI IE(GI7)] 


-IE(n-a-nacil 4 (kan (kn) (79) 
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Fetadatok 

7.24. Egy 2n tagú társaságban n?-nél több kézfogás történt (semelyik két ember 
sem fogott kezet egynél többször). Tudjuk, hogy senki sem fogott többször kezet, 
mint András. Bizonyítsuk be, hogy azok között, akikkel András kezet fogott, van 
két olyan ember, akik egymással is kezet fogtak! 

7.2.5. Legyen G egyszerű, k-reguláris gráf. Bizonyítsuk be, hogy a G-ben és a 
G-ban szereplő háromszögek száma együtt 


G) e. 5t(n-k sí; 


7.2.6. Bizonyítsuk be, hogy egy n pontú, m élű egyszerű gráfban legalább 
dám n2 
mlr-7) 

háromszög van. 


7.2.7. Definíció. Legyen G gráfok egy halmaza. ext(n; G) az a legkisebb m szám, 
amelyre teljesül, hogy egy n pontú, m élű egyszerű gráf biztosan tartalmaz §-beli 
részgráfot. 





7.2.8. Legyen 7, az n pontú fák halmaza. Bizonyítsuk be, hogy 


ext(n; T.) — 05) 41. 
7.2.9. Legyen C4 a k-szorosan összefüggő gráfok halmaza. Bizonyítsuk be, hogy 
ext(n; C4) £ (2k— 1)(n— (k— 1). 


7.2.10. Legyen X a körök halmaza. Határozzuk meg ext(n; K) értékét. 

7.2.11. Legyen Ki a páratlan hosszú körök halmaza. Határozzuk meg ext(n; Ki) 
értékét. 

7.2.12. Legyen Kg a páros hosszú körök halmaza. Határozzuk meg ext(n; Ko) 
értékét. 
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7.3. Erdős—Stone-tétel 


A Turán-gráf nem csak , nagy" teljes gráfot nem tartalmaz részgráfíként. Egy- 
szerű észrevenni, hogy a 15 ,x-i Turán-gráf minden részgráfja k — 1 színezhető (hi- 
szen Tn.k-i egy k — 1-színezhető gráf). Tehát ha a Go gráf kromatikus száma k, 
akkor Gg nem részgráfja Tn,k-1-nek. Azaz ext(n; Go) 2 IE(T x(Go)- 1): 

A Turán-gráfok élszámára felírható egy képlet, de ez igen hosszú, és benne a 
függvény nagyságrendje , el van bújtatva ". Könnyen adható azonban egy becslés: 


ee JG et Teh-ée 


Egyszerű belátni, hogy a kapott becslés aszimptotikus lesz, ha k fix, és n tart a 
végtelenhez, azaz tetszőleges k-ra: 
sm JE(Tk-1] 1 
lim — E —1—- — ., 
na (8) k-1 
Tehát az ext(n; Go)-ra adott alsó becslés nagyságrendje (1 - ze) 
Erdős Pál és A. H. Stone következő tétele azt mondja ki, hogy ez a becslés éles. 


7.3.1. Tétel. (Erdős—Stone-tétel) Ha a Gg egyszerű gráf nem üres, akkor 


. — ext(n:Go) 1 
linm ———— - 1- ———  . 
no (fp) x(Go)—1 
A tételt nem bizonyítjuk. Megemlítjük, hogy az extín; Go) értékének aszirmmp- 
totikus viselkedését a x(Go) — 2 eset kivételével a tétel megadja. A X(Go) — 2 
esetben , csak?" az ext(n; Go) — o(n?) formulát kapjuk. Tehát az aszimptotikus 
viselkedés szempontjából csak a páros Gg gráfok esete marad hátra. 


7.4. Négyszögeket nem tartalmazó gráfok 


Ha a 69 páros gráf egy fa, akkor ext(n; Go)-ról egyszerűen belátható, hogy 
egy lineáris függvénye n-nek. Ennek igazolása az egyik kitűzött példa feladata. 
A következő , legegyszerűbb eset" az, amikor Gg — C4. 


7.4.1. Tétel. 1 
ext(n; Ca) 27. 
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Bizonyítás. Legyen G egy n pontú, C4-et részgráfként nem-tartalmazó egyszerű 
gráf. 

Két élt szomszédosnak nevezünk, ha van közös csúcsuk, azaz a gráf lerajzolá- 
sában a két él egy , A alakot" határoz meg. Két ilyen élt cseresznyének nevezünk. 
A két él közös csúcsa a. cseresznye középpontja. Az a két pont, amely csak egy-egy 
élnek végpontja, a cseresznye szemei. Számoljuk meg a cseresznyéket a G gráfban. 
Először az összes pont esetén nézzük meg, hány olyan cseresznye van, amelynek 
középpontja az adott pont. Ilyen módon számolva Eat íg ; ) adódik a cseresznyék 
számára, ahol (d; )7-1 a G gráf fokszámsorozata. Egy másik módon számolva mind- 
egyik pontpárra nézzük meg, hány olyan cseresznye van G-ben, amelynek szemei 
az adott két pont. Mivel G-ben nincs C4-gyel izomorf részgráf, ezért egy pontpárra 
legfeljebb egy cseresznye , támaszkodhat". Így a cseresznyék számára az (7) felső 
becslést kapjuk. Tehát 


6) :X() 2n(9). ahol 4 - miat, 


4-1 








a fokszámok átlaga, azaz 27. A második egyenlőtlenség az (3) — sam függvény 
konvexségéből és a Jensen-egyenlőtlenségből adódik. 

A fenti becslést rendezve m-re egy felső becslést (és így ext(n; C4)-re egy felső 
becslést) kapunk. A becslés nagyságrendje 3n9/2. 

Egy ext(n; C4)-re vonatkozó alsó becsléshez egy ,sok élű", Ca-et nem tar- 
talmazó gráfot kell megadnunk. Először feltesszük, hogy n — §-4g-l, ahol g 
egy prímhatvány. Ekkor a gráf n pontja felfogható úgy, mint egy véges projek- 
tív sík pontjai. Két u és v pontot kössünk össze, ha egy kúpszeletre (például az 
2314 134 rá — 0 egyenlettel definiált kúpszeletre) nézve konjugáltak (azaz u po- 
lárisa áthalad v-n). Ebben a gráfban nincs C4-gyel izomorf részgráf, hiszen ha az 
z,y.s,t pontokra gy, ys, st, tz élek a grőfban, akkor az x és s pontok polárisa i iz az yt 
egyenes lenne. Másrészt éleinek száma 3((g--1)g-a?(g-1)) — $a(at1)? a 570? 

Ha n nem a kívánt alakú, akkor vegyünk egy olyan g prímhatványt, amelye 
§4g41 c n, de §-nak a következő prímhatványt választva ez a kifejezés már 
meghaladja n-et. Ezután n — (g? 4.g-- 1) izolált ponttal bővítsük ki a fenti példát. 
Számelméleti meggondolásokból adódik, hogy az így kapott gráf élszáma nagyság- 
rendileg még mindig 3n?/? lesz. u 
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Feladatok 
7.4.2. (a) Határozzuk meg ext(n; P,) értékét. 
(b) Határozzuk meg ext(n; 54) értékét. 
(c) Határozzuk meg ext(n; Ps) értékét. 
7.4.3. Bizonyítsuk be, hogy minden T fa esetén létezik olyan er konstans, amelyre 
ext(n; T) £ ern teljesül. 
7.4.4. (a) Igazoljuk, hogy 


12 an, 


lá 


ext(n; Kas) S 


(b) Adjunk felső becslést a ext(n; Kk.i) függvényre. 
7.4.5. Bizonyítsuk be, hogy 


extín; Ker) £ en2-t, 


ahol c, egy r-től függő konstans. 


7.5. További kérdések 
Bizonyítás nélkül összefoglaljuk az ext(n; Go) függvényről ismerteket: 
e Legyen Go a. k pontú üres gráf. Ekkor 


5)6tL hakon, 

: Go) — (941 , 

ext(n: 60) (6 hakcn. 
s Legyen Go egyetlenegy élt és izolált pontokat tartalmazó k pontú gráf. Ekkor 


(2) 41, haksn, 
1, hak án 


extín; Go) — ( 


s Legyen Go egy legalább két élt tartalmazó erdő. Ekkor alkalmas a(Ga) és 
B(Go) Go-tól függő, de n-től nem függő pozitív számokra 


a(Go) : n. £ extín; Go) S 8(Go) : n. 


a Legyen Go egy kört tartalmazó páros gráf. Ekkor alkalmas, csak G9-tól függő 
Pozitív a(Go), 8(Go), Y(Go) és ő(Gg) számokra 


(Go) 1150) c ext(n; Gy) c B(Go) : ng , 
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ahol 1 € 1(Go) S ő(Go) c 2. 
s Legyen Go egy nem páros gráf (x(Go) 2 3). Ekkor 


ext(n; Go) ( sz ze) 6) 


Látható, hogy az alsó és felső becslések között a legnagyobb , hézag" a nem 
erdő, páros gráfok esetében van. Sok konkrét Go esetén az ext(n; Go) függvény 
nagyságrendje pontosan nem ismert. Egy nevezetes eset, amikor Gg a kocka élváza 
által alkotott (8 pontú, 12 élű) gráf. 


7.6. Alkalmazások 


A továbbiakban a fenti extremális tételek néhány alkalmazását mutatjuk be. 


7.6.1. Definíció. Adottak a P4, Po, . . . , Pa pontok a síkon. Legyen e(P, . . . , Fa) 
az általuk meghatározott egységtávolságok száma. Legyen €(n) a maximális ér- 


téke az e( Pi, . . . , Pa) számoknak, ahol a maximumot az összes n hosszú P) , . . . , Pa 
pontsorozat esetén vesszük. 
7.6.2. Tétel. 
szi n? 
ús; 
eln) S 3 


Bizonyítás. Definiáljunk egy gráfot az (1,2,...,n) halmazon. i-t és j-t kössük 
össze, ha d(P;, Pj) — 1. Egyszerűen meggondolható, hogy az így kapott gráfnak 
nincs K4-gyel izomorf részgráfja. Ebből a megjegyzésből és az ext(n; K4)-re adott 
becslésből adódik az állítás. nm 
Megjegyzés. A fenti tétel nem javítható. Ennek belátásához egy egységoldalú sza- 
bályos háromszög csúcsaiba rakjuk le az n pontot úgy, hogy minden csúcsba egyenlő 
számú pont jusson (ha n nem osztható 3-mal, akkor az egyenlőhöz a legközelebbi" 
elosztást válasszuk). 

Jóval érdekesebb a helyzet, ha kikötjük, hogy pontjaink különbözőek. Mód- 
szerünk ekkor is ad egy becslést. 
7.6.3. Definíció. . Legyen eín) a maximális értéke az e( Pi, . . . , Pa) számoknak, 
ahol a maximumot az összes n elemű (Pi, . . . , Pa) ponthalmaz esetén vesszük. 


7.6.4. Tétel. (Erdős Pál tétele) 


e(n) — 0(n3/2). 
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Bizonyítás. Legyen P a ponthalmazunk. Definiáljunk egy gráfot a P halmazon. 
Két pontot kössünk össze, ha távolságuk 1. Egyszerűen meggondolható, hogy az 
így kapott gráfnak nincs K2 3-mal izomorf részgráfja. Ebből a megjegyzésből és az 
ext(n; K23)-ra adott becslésből (7.4.4.(a) feladat) adódik az állítás. TT] 


Ez a becslés távolról sem éles. Az e(n) függvény pontos nagyságrendje a 
kombinatorikus geometria egyik központi megoldatlan kérdése. 


Megjegyzés. e(n)-re könnyen adhatunk alsó becslést: Vegyünk egy n elemű P 
ponthalmazt, és számoljuk meg, hány egységtávolságot határoz meg. A kapott 

e(P) szám alsó becslés lesz eín)-re. Tehát vennünk kell egy , sok" egységtávolsá- 
got tartalmazó konfigurációt. A legjobb becslés alkalmas méretű négyzethálóból 
adódik. A fenti felső becslés javítása Szemerédi Endre, Beck József és J. Spencer 
nevéhez fűződik. Az e(n) függvényre jelenleg ismert legjobb becslések: 


nitrszfsrr £ eln) c nött, 


A következő alkalmazás ís egy geometriai probléma lesz. Ehhez szükségünk 
lesz egy fogalomra. 


7.6.5. Definíció. — Legyen H egy véges ponthalmaz a síkon. H átmérője a 
maxíd(Hi, Ha) : Hi, Ha E H) érték. 


Az átmérő fogalma nemcsak véges ponthalmazok esetén definiálható. Végte- 
len ponthalmazokra azért nem definiáljuk, mert az ekkor fellépő (nem túl nehéz) 
problémák elterelnék a figyelmet a lényegről. 


7.6.6. Tétel. Zegyen P egy n elemű ponthalmaz, amelynek átmérője legfeljebb 1. 
Ekkor legalább B — 2 pontpárra oz általuk meghatározott távolság nem nagyobb, 
mint 2. 

Bizonyítás. Újból definiálunk egy gráfot a P ponthalmazon. Két pontot összekö- 
tünk, ha távolságuk nagyobb, mint a. Az így kapott gráfban, egyszerű geometriai 
Ménleráz közál nem lesz 4 pontú teljes részgráf. "TGNét éleinek száma legfeljebb 


n 


Így a , közeli pontpárok" száma legalább (s ) 57-53 n 
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7.7. Extremális kérdések rendezett struktúrákra 


A további extremális kérdéseinket is egy geometriai problémával vezetjük be. 


7.7.1. Definíció. Egy véges ponthalmazt konveznek nevezünk, ha minden pontja 
a ponthalmaz konvex burkának csúcsa. 


Adott egy n elemű konvex ponthalmaz a síkon: P. Mi a P ponthalmaz által 
meghatározott egységtávolságok maximális száma? Jelöljuk e.(n)-nel a vizsgált 
függvényt. 

Mint láttuk, ha a P ponthalmazra nem kötünk ki semmit, akkor a megfelelő 
eín) függvényre a legjobb ismert felső becslés n egy hatványa. Nemsokára egy 
sokkal élesebb becslést adunk az e.(n) függvényre. A becslés ötlete, hogy a P 
ponthalmaz elemei között — a konvex burok kerületéből eredően — egy rendezés 
van. 


7.7.2. Lemma. A PP), P;, 91, 22.03 pontok egy konvex sokszög csúcsaiból ke- 
rülnek ki a kerületen való sorrend megtartásával. Ekkor nem lehetséges, hogy 


(Pi. 93) — d(R, 22) — d(P2, 01) — d(Pz, 05) -d(Ps,21)—1 


teljesüljön. 


Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a lemmában szereplő összes távolság egységtávolság 
(lásd a 7.7.3. ábrát). 





7.7.3. ábra 
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Vizsgáljuk meg a Pi P3021:0a négyszöget. Belátjuk, hogy ennek az összes szöge 
hegyesszög. A 03PiPzZ és P:3010324 szögek a P.O3Pz, illetve 01PzO3 egyenlő 
szárú háromszögek alapon fekvő szögei, így valóban hegyesszögek. A PiP;Oil 
szögnél nagyobb a P, P;O. Z szög, ami szintén egy egyenlő szárú háromszög alapon 
fekvő egyik szöge. Hasonlóan becsülhető a PP. 030124 szög. u 


Az előző alkalmazások után természetes, hogy az egységtávolságra lévő csú- 
csok összekötésével a konvex sokszög csúcsain definiálunk egy gráfot. A fenti lerama 
egy kizárt struktúrát ad ebben a gráfban. A kizárt struktúra azonban a csúcsok 
kerület menti rendezését is használja. Ahhoz, hogy a. fenti lemmában rejlő lehető- 
ségeket kihasználjuk, egy , finomabb" megjegyzésre lesz szükségünk. 


7.7.4. Definíció. Legyen e egy konvex sokszöget szétvágó egyenes. Az e egyenest 
vízszintesnek gondoljuk, és az általa meghatározott két félsík egyikét felsőnek, a má- 
sikat alsónak nevezzük. A sokszög felső félsíkba eső csúcsai legyenek Pi, Pa, . . . , Pp 
az alsó félsíkba eső csúcsai pedig 01, 0. . . 0e úgy, hogy Pt, . . . , Pp. Ada... Vg 
a csúcsok kerület menti, óramutató járásával megegyező irányú kör: 
rinti sorrendje. Legyen A, az e egyenest metsző átlók és oldalak halmaza (a 
továbbiakban ezeket a szakaszokat átlókként emlegetjük), azaz a P.O; szakaszok 
(1 S£igp1cj ca) halmaza. Egy 0; pontban húzzunk egy t támaszegyenest a 
sokszögünkhöz. Ez két szöget határoz meg egy P,; szakasszal. A t támaszegyenes 
nem egyértelmű. Válasszunk olyan támaszegyenest, amely nem merőleges a P.G; 
szakaszra. A t egyenes és a P;O2; szakasz által meghatározott két szög egyike nem 
lesz nagyobb 907-nál. Ha. a 90"7-nál kisebb szögtartomány végigsöpréséhez a 0;P, 
félegyenest pozitív irányba kell forgatnunk, akkor azt mondjuk, hogy a P;O; átló 
pozitív típusú. 






P fd 





7.7.5. ábra 
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Egyébként az átló negatív típusú. A pozitív típusú átlók halmaza legyen Af , míg 
a negatív típusú átlók halmaza legyen AZ . 


Megjegyzés. Mint a definícióban is említettük, a t támaszegyenes nem egyértelmű. 
Elképzelhető, hogy a t egyenes választásától függően egy P.O; átló pozitív és ne- 
gatív típusú is lehet. Ebben az esetben tetszőlegesen dönthetünk, melyik osztályba 
soroljuk. 


7.7.6. Lemma. Legyen Pi, Pa, Pz, 01 és 92 egy konvez sokszög öt csúcsa a 
kerület menti sorrendnek megfelelően. (Pi, Pa és Pz a felső félsíkba, míg 01 és 02 
az alsó félsíkba esik.) Ekkor nem lehet, hogy a PiC2i, Pia, P2la és PzO1 átlók 
mindegyike egységnyi hosszú és pozitív típusú. 


Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a lemmában szereplő átlók egységnyi hosszú, pozi- 
tív típusú átlók. Ekkor a Pi P5O10a négyszöget vizsgáljuk. Ugyanúgy, ahogy az 
előző geometriai lemmában, a négyszög 92PiPzt, P.PzOil és 2192 P.Z szögei 
hegyesszögek. Mivel a 01P; átló pozitív típusú, ezért a négyszög hiányzó szöge 
sem lehet tompaszög. Ez az ellentmondás a lemmát igazolja. sz 


7.7.7. Definíció. Tegyük fel, hogy a P ponthalmaz és az e egyenes esetén az alsó 
félsíkba p, a felső félsíkba g pont esik. Az e egyeneshez rendeljük hozzá a px g 
méretű Mi mátrixot, ahol a sorok az alsó, az oszlopok pedig a felső pontokkal 
azonosítottak, továbbá az í-edik sor és a j-edik oszlop találkozásában akkor áll 1, 
ha O; (az i-edik sornak megfelelő alsó pont) és P; (a j-edik oszlopnak megfelelő 
felső pont) távolsága egységnyi, és a P.(); átló pozitív típusú. Különben a megfelelő 
elem értéke 0. 

A negatív típusú átlókat használva analóg módon definiálhatjuk a M- mát- 
rixot. 


A fenti definíció segítségével az előző lemmát újrafogalmazhatjuk: 


7.7.8. Lemma. Az Md mátrixban nincs a következő almátrixz: 


ti 4-1 
4. ag 


ahol egy almátrix sorok és oszlopok elhagyásával, de e megmaradó sorok és oszlo- 


pok sorrendjének megtartásával nyerhető mátrix, és a x pozíciókban lévő értékek 
tetszőlegesek. 


Ezek után természetes a következő extremális kérdés: 





7.7.9. Defin Legyen extíp, a; C) az a minimális szám, ahány 1-es elem egy 
p x g méretű mátrixban biztosít C almátrixot. 
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Számunkra különösen fontos a következő becslés: 


7.7.10. Lemma. (Füredi Zoltán) 


4.4 


Bizonyítás. Egy M mátrixból vegyünk ki egy 1-est, ami nem az utolsó 1-es a 
sorában. Tekintsük a vele azonos sorban lévő és utána következő 1-eseket (ilyen 
van, mert az utolsó egyeseket külön kezeljük). A kiválasztott egyes utáni pozíciókat 
osszuk biokkokba úgy, hogy az egyes blokkok által tartalmazott pozíciók száma 
1,2,...,25,... legyen. Egy blokkot üresnek nevezünk, ha a benne lévő pozíciók 
egyike sem tartalmaz 1-est. Ezek után a mátrix 1-eseit három típusba soroljuk. 

0) A sorában utolsó 1-est A típusúnak nevezzük. 

1) Egy sorában nem utolsó 1-est B típusúnak nevezünk, ha minden utána kö- 
vetkező 1-es ugyanabba a blokkba esik. Ezen blokk sorszárna lesz az 1-es (B 
típusú) indeze. Áz index értéke Il, 2, . . . log a lehet. 

2) A maradék 1-esek lesznek a C típusúak. Egy második típusú 1-es (C típusú) 
indexe annak a blokkjának az indexe, amelyik az első nem üres blokkja. 
Most feltesszük, hogy M nem tartalmazza a kizárt almátrixot. Ezt a feltevést 

felhasználva megbecsüljük a különböző típusú 1-esek számát. 

A típusú egyesből legfeljebb p lehet. 

B típusú 1-eseket vizsgálva észrevehetjük, hogy egy sorban az összes ilyen 1-es 
indexe különböző. Ezt indirekt módon igazoljuk: Tegyük fel, hogy egy sorban két 
egyeshez azonos, i indexet rendeltünk. Vegyük a sorban elől álló egyest. Sorában 
minden ezután álló 1-es az i-edik blokkban van. Ez a B blokk a mátrix sorvek- 


ll: 1 
ezt(p,c: ( .)) S(pta9)log2g4p-- 1. 





indexű 1-es, az ehhez tartozó i-edik blokknak diszjunktnak kell lenni B-től. Spe- 
ciálisan nem tartalmazhat 1-est. Ez ellentmondás, ami az állításunkat bizonyítja. 
Így számuk a sorban legfeljebb loga g, és összesen legfeljebb plog; a. 

A C típusú 1-esek vizsgálatánál vegyük észre, hogy az egy oszlopban lévő 
1-esek indexe különböző. Ha ugyanis egy oszlopban két elem típusa is í, akkor a 
magasabb pozícióban lévő 1-es mögött lesz egy másik 1-es, ami az í-edik blokk után 
szerepel (különben a kiválasztott egyes nem lenne egy C típusú, í indexű elem). Az 
alacsonyabb 1-es mögött az i-edik blokk fog tartalmazni egy másik 1-est. Az így 
leírt négy 1-es éppen egy tiltott konfigurációt alkot, de ez kizárt. Az ellentmondás 
igazolja, hogy egy oszlopon belül az összes C típusú 1-es indexe különböző. Így 
számuk legfeljebb g log; a. 

A három típus osztályozza az összes 1-est. Így a három típus elemszámára 
adott becslések összege az összes 1-es számára ad egy becslést. Ezzel az állítást 
igazoltuk, ] 
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Ezt az eredményt visszafordíthatjuk a geometriai nyelvre. 


7.7.11. Következmény. Legyen e egy konvez sokszöget metsző egyenes, amelynek 
két oldalán p, illetve g csúcs van. Ekkor a sokszög csúcsai között előforduló, az e 
egyenest metsző egységszakaszok száma legfeljebb 2(p-t a) log, a 4 2p. 

Bizonyítás. A metsző szakaszokat két típusba soroltuk. A pozitív típusú egység- 
szakaszok száma az Mt mátrixban szereplő 1-esek száma. Ezt az előző két lemma 
alapján becsülhetjük. Hasonlóan a negatív típusú szakaszok számára is ugyanez a 
becslés érvényes. Ebből az állítás adódik. s 

Ebből már egyszerűen kapjuk a következő eredményt: 
7.7.12. Tétel. (Füredi Zoltán tétele) 
e(n) — O(nlogn). 

Bizonyítás. Ehhez vegyünk egy 1/2 oldalú négyzetrácsot, és fektessük rá egy tet- 
szőleges konvex n-szögre. Minden rácsegyenes mentén becsüljük meg az áthaladó 
egységtávolságokat. Az ez egyenesnél legyen p:, illetve g; a két oldalon azon pon- 
tok száma, amelyekből egyáltalában indulhat e-t metsző egységszakasz. Könnyen 
belátható, hogy X,(pit 4i) becsülhető a pontok számának egy konstansszorosával. 
Ezek alapján az előző következményekben szereplő becsléseket is összeadhatjuk, és 
a Jensen-egyenlőtlenség alkalmazásával adódik a kívánt becslés. u 


Megjegyzés. Az ec(n) függvényre jelenleg a következő becslések ismertek: 
2n—-7 £ e.(n) £ O(nlogn). 


Feladatok 
7.7.13. Határozzuk meg a következő értékeket: 


(a) ext( nm: (1 1) 


(b) axzfnm (! .) 


- 
kelte 
- 

eszzat 
ken 
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7.7.14. Definíció. Legyen T és H két intervallumrendszer egy e számegyenesen. 
Azt mondjuk, hogy a H konfiguráció előfordul T-ben, ha van egy f:e — e rendezés- 
tartó bijekció, amelyre a H-beli intervallumok képei 7-beli intervallumok. ext(n; H) 
az a legkisebb m szám, amelyre teljesül, hogy ha az e egyenesen lévő n pont kö- 
zül tetszőlegesen kiválasztunk m különböző pár által meghatározott intervallumot, 
akkor az így kapott intervallumhalmaz garantáltan tartalmazza a H konfigurációt. 


7.7.15. Határozzuk meg a következő értékeket: 
(a) extín; K1), ahol Ki — ((0, 1], (2. 3], 
(b) ext(n; Ke), ahol X2 — ([0,2], (1, 3], 
(e) ext(n; Xs), ahol Xs — ((0, 11, [1,2]), 
(d) ext(n; Ka), ahol X4 — ([0,1), (0, 21), 
(e) ext(n; K;), ahol Ks — ([0, 3), [1, 2]. 


7.8. Topologikus részgráfokra vonatkozó extremális kérdések 


Ebben a fejezetben az extremális gráfelmélet alapkérdését tárgyaló 7.1. rész- 
ben már bevezetett top-ext(n; Go) függvényt vizsgáljuk meg közelebbről. Ennek 
értéke az a minimális m szám, amelyre egy n pontú, m élű egyszerű G gráf garan- 
táltan tartalmaz Gg topologikus részgráfot. 

Az alábbiakban belátjuk, hogy a top-ext(n; Go) függvény tetszőleges Go gráf 
esetén egy lineáris függvénnyel becsülhető. Mielőtt a főtétel bizonyításához fogunk, 
előzetesen néhány fogalmat kell bevezetnünk, és egy lemmát kell igazolnunk. 


7.8.1. Definíció. Egy G gráf H részgráfjánok szomszédsága a V(H) ponthalmaz 
szomszédsága, azaz azon u g V(H) pontok halmaza, amelyekre létezik olyan uv 
él G-ben, amelyre v E V(H). Ekkor azt mondjuk, hogy u össze van kötve a H 
részgráffal. 


7.8.2. Definíció. Egy G gráje — xy élének összehúzása alatt azt az operációt ért- 
jük, amelynek eredménye az a H gráf, amelynek csúcshalmaza (V(GYYír,yDÜfu), 
élhalmaza E(GYY (e), és a G-beli illeszkedést úgy módosítjuk, hogy az T-re, illetve 
4-re illeszkedő élek H-ben z vagy y helyett u-ra. illeszkedjenek. Ekkor azt mondjuk, 
hogy az z és az y pont az u csúcsra húzódott össze. 


Egy él összehúzását úgy kell elképzelnünk, hogy az e élre mint egy rugóra 
gondolunk, amely a két végpontját eggyé rántja össze. Egy hurokél összehúzása 
ugyanazt eredményezi, mint elhagyása. Legyen e és f két párhuzamos él. Ek- 
kor e összehúzása után f egy hurokél lesz. Ha G egy egyszerű gráf, amelynek 
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egy élét összehúzzuk, akkor az eredményként kapott gráf nem szükségszerűen egy- 
szerű: minden e-t tartalmazó háromszög egy párhuzamos élpárt eredményez. Egy 
egyszerű gráf egy élének összehúzásával nem keletkezhet hurokél. 

Emlékeztetőül megemlítjük, hogy a G gráf átlagos fokszáma dó) s Wa 

7.8.3. Lemma. Egy legalább egy éllel rendelkező G egyszerű gráfban van olyan 
összefüggő részgráf, amelynek szomszédsága nemüres és a szomszédság által feszített 
részgráf minimális foka legatább d(G)/2. 
Bizonyítás. Legyen a egy tetszőleges csúcs G-ben. A következő lépést addig ismé- 
teljük, amíg lehetséges: Vizsgáljuk meg, van-e olyan u-ra illeszkedő e él, amelynek 
összehúzásával és a kapott párhuzamos élek mindegyikéből egy-egy elhagyásával 
nyert gráf átlagos fokszáma nem kisebb, mint A(G), azaz az eredeti G gráf átlagos 
fokszáma. Ha van ilyen e él, akkor húzzunk össze egyet, A kapott H gráfban kelet- 
kezett párhuzamos élpárok mindegyikéből hagyjunk el egyet-egyet. H-ban ismét u 
pontként hivatkozunk arra a csúcsra, amelyre e két végpontja ráhúzódott. 

A fenti lépések ismétlésével egy G — GY) — GO) G ... — GW) gráfsoro- 
zathoz jutunk, amely minden elemének van egy u-nak nevezett csúcsa, és átlagos 
fokszáma legalább annyi, mint a G gráfé. Továbbá GW tetszőleges u-ra illeszkedő 
e — uz élét összehúzva (legyen 60) az így kapott gráf), és a gráf párhuzamos él- 
párjaiból egy-egy élt meghagyva, a kapott gráf átlagos fokszáma kisebb lesz, mint 
a G gráfé. Hogyan lehetséges ez? A GE) gráfon elvégezve a fenti operációkat, 
a csúcsszám 1-gyel csökken. Az átlagos fokszám csak akkor csökkenhet d(G) alá, 
ha az élszám közben több mint J(G)/2-vel csökken. Az élszám G(-ról G(9.ra 
való áttérésnél 1-gyel csökken. GW párhuzamos élpárjai megfelelnek a GŐ gráf z 
csúcsából kiinduló, u szomszédságában haladó éleknek. Tehát a fenti operációkat 
elvégezve, az élszám csökkenése: 1-Hdgwsjy(7), ahol N a GE gráf u-val összekötött 
pontjainak halmaza. A fentiek alapján kapjuk, hogy 

dacAulz) 2 d(G)/2. 
Mivel ez tetszőleges e — uz élre teljesül, ezért a G) gráfban az u pont szomszéd- 
sága által feszített részgráfban a minimális fok legalább d(G)/2. 

Ezt az eredményt visszavetíthetjük a G gráfba. Az u pontra ráhúzódott csú- 
csok G-ben egy összefüggő H részgráfot feszítenek. Az u csúcs G49.beli szomszédai 
G-ben H szomszédságát alkotják. Így a lemma állítása könnyen adódik. u 

Ezen lemma segítségével a fejezet fő tétele könnyen adódik: 

7.8.4. Tétel. (W. Mader tétele) Legyen Go egy tetszőleges, hurokélt és izolált 

pontot nem tartalmazó gráf. Ekkor alkalmas Go-tól függő a(Go) számra 
top-extín; Ga) £ a(Go) :n, 

továbbá a(Go) c VEGA, 
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Bizonyítás. Legyen G egy egyszerű gráf, amelynek legalább 21E(Go . IV(G)I éle 
van. Azaz G átlagos fokszáma 2/E(Gwit1 Belátjuk, hogy G tartalmazza Go-t 
topologikus részgráfként. Ezt IE(Go)l-ra vonatkozó teljes indukcióval igazoljuk. 

Ha Ga komponensei csillagok, akkor az állítás könnyen adódik abból, hogy G9 
átlagos fokszáma nagy. Ha Gg komponensei nem mind csillagok, akkor található 
benne egy olyan e — xy él, amelyre Go — e is hurokélt és izolált pontot nem 
tartalmazó gráf. 

Az indukciós lépéshez alkalmazzuk az előző lemmát. Legyen H a lemma által 
garantált összefüggő részgráf és N szomszédsága. A szomszédságban a minimális 
fokszám legalább 21E(Gol, így 


ME(GIw)I 2 ZET . IG) I — 2F(65-eA . [V(GIg) 


Az indukciós feltevés alapján Glw tartalmazza Go — e egy felosztását. Az z és 
y csúcsoknak feleljenek meg az x,y" € N csúcsok. Mivel a két csúcs N-ben van, 
ezért vannak olyan T és y csúcsok H csúcsai között, amelyekre ez — 7 és ey -yű 
élek G-ben. Mivel H összefüggő, ezért H-n belül található 777 út. Vegyünk egy 
ilyen P utat, és egészítsük ki az ez és ey élekkel. Így egy olyan zy utat kapunk, 
amely pontfüggetlen a Go — e gráfnak az N csúcshalmazon belül talált topologikus 
képétől. Így ehhez hozzáadva megkapjuk a topologikus Go részgráfot. u 


Feladatok 


7.8.5. O azokat a gráfokat tartalmazza, amelyek egy kör pontjait és éleit, és a kör 
két pontját összekötő további élt tartalmazzák. Legyen 8 a 8-beli gráfok felosztá- 
sával nyerhető gráfok halmaza. Határozzuk meg ext(n; 9) és ext(n; B) értékét. 


8. Ramsey-elmélet 


Ramsey tétele e Geometriai Ramsey-tételek e Számelméleti Ramsey-tételek e 
Alkalmazások 


8.1. Ramsey-típusú tételek 


F. P. Ramsey, aki közgazdász és matematikus volt, az 1920-as években bi- 
zonyított egy igen fontos tételt, ami nagyon sok, mai napig is aktuális kutatási 
irányt indított el. Ennek az elméletnek egy rövid bevezetőjére vállalkozunk ebben 
a fejezetben. 

A részletes tárgyalás előtt megemlítjük Ramsey tételének és analogonjainak 
egy lehetséges , filozófiai" értelmezését. A tételek speciális struktúrákról állítják, 
hogy nem lehetnek , teljesen rendezetlenek". Ha elég nagy struktúrát veszünk, 
akkor garantáltan lesz benne nagy részstruktúra, ami igen szabályos lesz. Mond- 
hatjuk, hogy ezt az elvet használta például a csillagászat, amikor nagyszámú csillag 
között bizonyos , szabályosságot" , rajzként értelmezhető kisebb csillaghalmazokat 
fedezett fel. A továbbiakban ennek az elvnek a matematikai megfogalmazásával 
foglalkozunk. 


Feladatok 


8.1.1. Egy versenyen (m — 1)n 41 ember szerepel. Bizonyítsuk be, hogy van 
közöttük m ember, akik páronként nem ismerik egymást, vagy van egy ember, 
aki legalább n másikat ismer. Igaz marad-e az állítás, ha eggyel kevesebb ember 
szerepel? 

8.1.2. Egy legalább 4 fős munkahelyen bármely két ember vagy jóban, vagy rossz- 
ban van egymással, vagy pedig nem ismerik egymást, és minden eset előfordul. 
Bizonyítsuk be, hogy van négy ember, akik közt mindhárom viszony elő is fordul. 
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8.1.3. Egy 2n-4-1 tagú társaságban bármely két tagnak pontosan egy közös barátja 
van. A társaságból nem ültethető le öt tag egyetlen kerek asztal köré úgy, hogy 
mindegyiküknek barátja legyen a két szomszédja. Bizonyítsuk be, hogy kiválaszt- 
ható a társaságból n tag úgy, hogy közülük semelyik kettő se legyen barátságban. 


8.2. Felső becslések a Ramsey-számokra 


Ramsey tételének legegyszerűbb formája egy teljes gráf élhalmazának két szín- 
nel való színezésére vonatkozik. 
8.2.1. Definíció. Legyen f: E(Kn) — (piros, kék) az n pontú teljes gráf éleinek 
tetszőleges 2-színezése. Egy S C V(Kn) halmazt monokromatikus piros halmaznak 
nevezünk, ha tetszőleges z / y € S esetén f(zy) — piros. Hasonlóan értelmezhető 
a. monokromatikus kék halmaz fogalma. Egy halmaz monokromatikus, ha monok- 
romatikus kék vagy monokromatikus piros halmaz. 


Legyen k egy paraméter, és vizsgáljuk a következő állítást: 


Állításí?: Tetszőleges f: E(Kn) — (piros, kék) színezés esetén 
lesz k elemű monokromatikus halmazunk. 


Ennek a színekre nézve nem szimmetrikus változata (k és ! paraméterek): 


Állításís). Tetszőleges f : E(Kn) — (piros, kék) színezés esetén 
lesz k elemű piros vagy ! elemű kék halmazunk. 


A fenti állítások n értékétől függően vagy igazak, vagy hamisak. Nyilvánvalóan, 
ha Állításí?) (Állításíb) igaz, és n 2 no, akkor Állításít? (Állítás 9) is igaz. 
Tehát két lehetőség előtt állunk: vagy a fenti állítás az összes n értékre hamis, 
vagy kezdeti hamis állítások után egy n értéktől kezdve mindig igaz lesz. 


8.2.2. Definíció. — Legyen R(k), illetve R(k,1) az az érték, amelytől kezdve 
Állítás(") , ületve Állításí"? igaz. (Azért, hogy a függvény jóldefiniált legyen, ér- 
tékének o0-t adjuk, ha az első lehetőség áll fenn.) Ezeket a számokat Ramsey- 
számoknak nevezzük. 

Természetesen R(k) — R(k,k). 

Ramsey tétele azt állítja, hogy tetszőleges k,! 2 2 esetén a fent felmerült első 
lehetőség nem teljesül, azaz az R(k) és R(k,1) számok végesek. A következő tétel 
egy felső becslést is ad a számokra: 
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8.2.3. Tétel. (Ramsey tétele) k,i 2 2 esetén 


R(k,D) 2 Úri 


Bizonyítás. k - (-re vonatkozó teljes indukciót végzünk. A k — 2, illetve az ! — 2 
eset nyilvánvaló. 

Legyen k,l 5 2, és f tetszőleges E(Kn) — (piros, kék) színezése egy n pontú 
teljes gráf éleinek. Azt kell belátnunk, hogy ha n 2 ("f759), akkor k elemű piros 
vagy ( elemű kék halmaznak lennie kell. 

Legyen x € V(K,,) tetszőleges pont. Legyen K az z csúcs azon szomszédainak 
halmaza, amelyekből az r-hez vezető él kék, és legyen P az xr csúcs azon szomszé- 
dainak halmaza, amelyekből az x-hez vezető él piros. Ekkor V(Kn) — (zpUPUK. 

1. eset: IPI 2 R(k—1,t). Ekkor az indukció alapján P-ben létezik k — 1 
elemű M monokromatikus piros halmaz vagy ! elemű monokromatikus kék halmaz. 
Az első esetben M U (íz) egy k elemű monokromatikus piros halmaz lesz. Tehát 
mindkét esetben készen vagyunk. 

2. eset: IK] 2 R(k,t— 1). Az 1. esethez hasonlóan tárgyalható. 

3. eset: IP] c R(k — 1,0), és IK] c R(k,t— 1). Ekkor 


n-]V(K)l—1-4]PI-4IKI£1-4(R(k—1,2)—1) 4 (R(k,t—1)— 1) 
—R(k—1,0)4 R(k,1—1)—1. 


Ez ellentmondásra vezet, han 2 R(k—1,2) 4 R(k,1— 1). 
Kaptuk, hogy R(k,t) S R(k—1,1) 4. R(k,1— 1). Ezen összefüggés segítségével 
az állítás teljes indukcióval könnyen igazolható. a 


8.2.4. Következmény. 


R(k) £ Úsz 1) 2 ak. 


Ez az , alap Ramsey-tétel" több irányban általánosítható. Az egyik irány a 
felhasznált színek számának növelése. Tegyük fel, hogy s darab színünk van, és 
k; elemű monokromatikus halmazt keresünk az í-edik színben (i — 1,2,..., s). A 
probléma által definiált függvény legyen R,(ki, ka, ..., ka), illetve R,(k), ha ky — 
k2 — ...z ks — k. (Megállapodás alapján a 2 indexeket nem írjuk ki: R2(ki, k2) — 
Rí(k1, ka), illetve R2(k) — R(k).) 


8.2.5. Tétel. Az R.(ki,ka,...,ks) érték véges. 
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Bizonyítás. s-re vonatkozó teljes indukciót végzünk. Az s — 2 esetet már tárgyal- 
tuk. 

Az indukciós lépés ötlete a következő: Tegyük fel, hogy az s szín közül egy 
világos piros és egy másik sötét piros. Ha valaki nem tudja megkülönböztetni a 
piros két árnyalatát, akkor egy tetszőleges s-színezést ő s— 1-színezésnek lát. Így az 
indukció alapján nagy homogén részt találhat. A probléma az, hogy a színtévesztő 
által az indukciós lépésből nyert piros P halmaz számunkra nem biztos, hogy ho- 
mogén. Mi a P halmazt általában 2-színezett halmaznak látjuk. Ha azonban az 
indukciós állítást úgy alkalmazzuk, hogy ennek mérete R(ki,k2) legyen, akkor a 
2-színezés esetét alkalmazva ismét készen vagyunk. 

Ebből nyerjük a függvény végességét, sőt kapjuk az 


R.(ki,k2,... ska) S Rs-1(R(ka, ko), kz,... ks) 
egyenlőtlenséget. AS 


A másik irány a színezett struktúra (teljes gráf) általánosítása. Legyen 
fi ő a ípiros, kék) egy V alaphalmaz t elemű részhalmazainak 2-színezése. 
H C V monokromatikus piros halmoz, ha minden § € PF) esetén f(S) — piros. 
Az előzőekhez hasonlóan definiálhatók az R"(k,l) és Rk) küszöbfüggvények. 
(R?(k,1) — R(k,2), és R2(k) — R(k).) 


8.2.6. Tétel. Az R"(k,l) érték véges. 


Bizonyítás. t-re vonatkozó indukciót végzünk. Ezen belül k -- 1-re vonatkozó in- 
dukciót használunk. u 


A két általánosítás összefogható: egy alaphaltaz t-eseit színezhetjük s színnel. 
A megfelelő küszöbfüggvények: Ri(ki. ka, . . . ,ks) és RÉ(k). 


8.2.7. Tétel. Rí(ki, k2, . . . , ks) véges. 

Bizonyítás. A fentiek után az olvasóra bízzuk. . 
Megjegyzés. Az RI(k) függvény értékének pontos meghatározása a skatulya-elvet 
adja. 


Feladatok 
8.2.8. Bizonyítsuk be, hogy R4(3) £ le:k!j 4-1. 


8.2.9. Konstráljuk meg a (k — 1)? pontú teljes gráf éleinek egy olyan 2-színezését, 
amelynél nincs k elemű monokromatikus halmaz. 


8. Ramsey-elmélet 227 


8.2.10. Egy 7 pontú teljes gráf csúcsai egy k — 1 elemű univerzum összes 
háromelemű részhalmazával vannak megcímkézve. Két hármas közti élt pirosra 
színezünk, ha metszetük páros elemszámú, különben kékre. Bizonyítsuk be, hogy 
a kapott színezésben nincs monokromatikus k-as. 

kk ax a 


8.2.11. Egy 4" csúcsú teljes gráf éleit valaki kiszínezte két színnel. Ramsey tétele 
alapján tudjuk, hogy van benne k elemű monokromatikus halmaz. Szeretnénk 
egy ilyen halmazt megtalálni. Ehhez kérdéseket teszünk fel a színezőhöz. Egy 
kérdésben két csúcsot nevezünk meg, és a kapott válasz megadja, hogy milyen 
színű a két kérdezett pont összekötése. 

(a) Adjunk meg 4" kérdéssel célt érő stratégiát. 

(b) Bizonyítsuk be, hogy exponenciális sok kérdésre tetszőleges stratégia esetén 

szükségünk lehet. 


8.3. Alsó becslések a Ramsey-számokra, valószínűségszámítási módszer 


Csak az R(k) számokra vonatkozó alsó becsléseket vizsgáljuk. Egy ilyen alsó 
becslés azt mondja, hogy van olyan , nagy" teljes gráf és ennek egy élszínezése 
(két színnel), amely nem tartalmaz k elemű monokromatikus halmazt. Erre a 
természetes mód egy konstrukció: Kw egy konkrét élszínezését leírjuk. Az alábbi 
tétel eredményét bizonyító , jó" konstrukció azonban mind a mai napig nem ismert 
(a jó konstrukció fogalmának pontos definíciójára itt, sajnos, nem tudunk kitérni). 
A bizonyítás más utat választ, a bizonyítás végén sem fogunk egy, a kívánalmaknak 
megfelelő konkrét színezést látni. 


8.3.1. Tétel, 2/? c R(k). 


Bizonyítás. Legyen § ak N. teljes gráf összes élszínezése két színnel: pirossal és 
kékkel. Tehát [S] — 2(2). Legyen Si C §, azon 2-színezések halmaza, amelyek 
tartalmaznak egy k elemű piros monokromatikus halmazt. Ekkor 151]-re könnyen 


adható egy felső becslés: 
KÉS (792070 


Az első és a második szín szerepének felcserélésével definiálható §2, és belátható, 
hogy 


1821 £ (77)262-0. 
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Ha IS1 5 15114 152], akkor létezik 9-nek olyan eleme (egy 2-színezés), amely nem 
tartalmaz monokromatikus k-ast. Így ha 


20 s 2(7)22-6, 


akkor az N pontú teljes gráf éleit tudjuk úgy színezni, hogy ne legyen benne monok- 
romatikus k-as, azaz R(k) 2 N. Könnyen belátható, hogy k 2 8 esetén N — b szé 
megfelelő választás. na 


Megjegyzés. A fenti bizonyítás a valószínűségszámítás nyelvén is elmondható: 

Legyen a egy véletlen 2-színezése Kw éleinek (a különböző színezések valószí- 
nűsége egyforma). Legyen A az az esemény, hogy van piros színű monokromatikus 
k-as c-ban. Legyen B az az esemény, hogy van kék színű monokromatikus k-as 
o-ban. Ekkor P(A) — P(B) — (27). Így ha N £ 2772, akkor P(AN B) 5 0. 
Tehát N £ 2? esetén Kv éleinek létezik monokromatikus k-as nélküli 2-színezése. 

A fenti nyelvezet idegennek tűnhet annak, aki nem ismeri a valószínűségszá- 
mítást. Aki ismeri, annak sem biztos, hogy világos, miért kell az elemi összeszámlá- 
lási módszer helyett ezt a nyelvet alkalmazni. Az itt használt nyelv előnyeire nincs 
időnk kitérni. Megjegyezzük azonban, hogy ez a nyelvezet és módszer a kombina- 
torika egy nagy és fontos ágát indította el. A módszer neve a valószínűségszámítási 
módszer. Bevezetése és jelentőségének felismerése Erdős Pál magyar matematikus 
nevéhez fűződik. 

A tétel eredményéhez megjegyezzük, hogy az alsó és a felső becslés után ered- 
ményünket a következőképpen foglalhatjuk össze: 


V2 s §/R(k) 5 4. 


Mind a mai napig ezek a legjobb konstansbecslések 4/R(k)-ra. Az sem ismert, 
hogy limk. oo $/R(k) létezik-e, 


Feladatok 
8.3.2. Ketten (A és B) egy N csúcsú teljes gráfon a következő játékot játsszák: A 
játék lépésekre van osztva. A játékosok felváltva lépnek (A kezd). Minden lépésnél 
a soron következő játékos kiválaszt egy eddig nem választott élt, és kiszínezi (Aa 
piros, B pedíg a kék színt használja). Az a játékos nyer, aki saját színében kialakít 
egy monokromatikus k elemű halmazt. Ramsey tétele alapján tudjuk, hogy ha 
N 5 47, akkor a játék nem végződhet döntetlennel. 

A következőkben egy stratégiát írunk le B számára: Minden lépésben B az 
összes színezetlen e élre kiszámol egy paramétert: Veszi azokat a k elemű ponthal- 
mazokat, amelyek tartalmazzák az e élt, és az összes színezett élük piros. Legyen 
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H egy ilyen halmaz. Legyen c(H) a H-beli színezetlen élek száma. , Minél ki- 
sebb c(H), annál veszélyesebb a H halmaz B-re", Legyen a(H) — zlgy. Legyen 
We - gy o(H), ahol az összegezés az e-t tartalmazó, csak piros színt tartalmazó 
H halmazokra történik. Ekkor B azt az e élt színezi ki kékre, amely esetén W. 
maximális. 

Bizonyítsuk be, hogy ha N £ (vV2)", akkor B legalább döntetlent ér el. 
8.3.3. Adjunk alsó becslést az R,(k) számokra. 


8.3.4. Egy körmérkőzést tranzitív körmérkőzésnek nevezünk, ha pontjai sorba 
rendezhetők (41, 2, . . . un) úgy, hogy minden v;v; él kezdőpontja i € j esetén u. 
Egy körmérkőzés részkörmérkőzése természetes módon értelmezhető. Bizonyítsuk 
be, hogy van olyan n pontú körmérkőzés, amelynek nincs log2 n pontú tranzitív 
részkörmérkőzése. 


8.3.5. Bizonyítsuk be, hogy létezik olyan G gráf, amelyben tetszőleges A, B C 
V(6), IAI — IB] — 2loggn, An B — § esetén találhatók olyan a € A ésbe B 
pontok, amelyekre ab € E(G), és találhatók olyan a/ € A és b" € B pontok is, 
amelyekre ab d E(G). 


8.3.6. Legyen H egy n elemű U halmaz összes, legfeljebb log; n elemű részhalmaza. 
U egy partíciója két osztályba egy vágás. Azt mondjuk, a vágások egy V halmaza 
szeparálja vagy elválasztja H-t, ha minden H1, Hz € H diszjunkt párra létezik olyan 
V € V vágás, hogy Hi és Ha a V partíció két különböző partjának része. Hány 
vágással lehet szeparálni H-t? 


8.3.7. Bizonyítsuk be, hogy megadható 1,01" részhalmaza az (1, 2, .  . , u) halmaz- 
nak úgy, hogy a kiválasztott részhalmazok között ne legyen olyan négy különböző 
A,B,C, D halmaz, melyekre AUBZCnD. 


8.3.8. Egy z elemű halmaz n darab részhalmazát keressük úgy, hogy egyik se 
legyen lefedhető d másikkal (d c n). Bizonyítsuk be, hogy z — d? log n esetén ez 
megtehető. 


8.4. Ramsey tételének geometriai alkalmazásai 


Legyen adva egy n elemű P ponthalmaz a síkon úgy, hogy pontjaink közül 
semelyik három sem esik egy egyenesre (P pontjai általános helyzetűek). P elemei 
közül szeretnénk kiválasztani k-t úgy, hogy ezek egy konvex sokszög csúcsait alkos- 
sák. A következő tétel azt mondja ki, hogy ha IP] elég nagy, akkor ez garantáltan 
lehetséges. 
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8.4.1. Tétel. (Erdős Pál és Szekeres György tétele) Ha P R3(5,k) darab általános 
helyzetű pont halmaza, akkor közülük ki tehet választani k pontot úgy, hogy ezek egy 
konvez sokszög csúcsait alkossák, 


Bizonyítás. A bizonyítás a következő egyszerű geometriai lemmán múlik: 


8.4.2. Lemma. Ha adott a síkon öt általános helyzetű pont, akkor kiválasztható 
közülük négy úgy, hogy ezek konvez négyszöget határozzanak meg. 
Bizonyítás. Egyszerű elemi geometria. n 
Ezek után a P ponthalmaz négyeseit színezzük ki két színnel úgy, hogy egy 
négyes akkor és csak akkor kapjon piros színt, ha a benne szereplő pontnégyes nem 
egy konvex négyszög csúcshalmaza. 
A lemma éppen azt mondja ki, hogy a ponthalmaznak ekkor nincs piros ho- 
mogén ötelemű részhalmaza. [Pl választása miatt ekkor van ?-ben egy k elemű 
kék rész. Erről egyszerű meggondolni, hogy egy konvex k-szög csúcshalmaza. . 


Megjegyzés. A tétel Klein Eszter egy kérdését válaszolta meg. A bizonyításban 
szereplő elemi geometriai megállapítást Klein Eszter vette észre, aki ezek után fel- 
tette a kérdést: Igaz-e, hogy elég nagy ponthalmaz esetén garantáltan találhatunk 
egy konvex k-szöget alkotó csúcshalmazt a ponthalmazunkban? 


A tétel után definiálható a cín) függvény: c(ín) az a minimális szám, amilyen 
számosságú általános helyzetű ponthalmaz esetén garantáljuk egy konvex n-szög 
csúcsainak halmazát a ponthalmazunkban. A következő becslés Erdős Páltól és 
Szekeres Györgytől származik: 

2k—2 
k-2 3 £ 
Z 1 se s (I) 
8.4.3. Megoldatlan probléma. (Szekeres György) Igaz-e, hogy tetszőleges k esetén 
c(k)— 277241? 
A fenti egyenlőséget csak k £ 5 esetén igazolták. 


Feladatok 

8.4.4. A sík pontjait kiszínezzük három színnel. Bizonyítsuk be, hogy ekkor lesz 
olyan szabályos háromszög, amelynek minden csúcsa azonos színű. 

8.4.5. Egy szabályos háromszög oldalait n egyenlő részre osztjuk. Az osztóponto- 
kon keresztül párhuzamosakat húzunk az oldalakkal. A háromszög kerületén lévő 
osztópontokat és a háromszög belsejében kialakult metszéspontokat kiszínezzük két 
színnel. Bizonyítsuk be, hogy van olyan na egész szám, hogy ha n 2 ng, akkor tet- 
szőleges színezés esetén találhatunk három olyan pontot, amelyek ugyanazt a színt 


8. Ramsey-elmélet 231 


kapták, és az eredeti háromszög oldalaival párhuzamos oldalú szabályos háromszö- 
get alkotnak. 
Határozzuk meg no minimális értékét. 


8.5. Ramsey tételének algebrai alkalmazásai 


A következőkben algebrai Ramsey-tételekkel foglalkozunk. Egy számhalmaz 
elemeit színezzük ki. Ezek után egy egyenlet megoldhatóságát nézzük, és azt vizs- 
gáljuk, hogy garantálhatunk-e monokromatikus megoldáshalmazt. 


8.5.1. Tétel. (I. Schur tétele) Létezik olyan sx szám, hogy n 2 $4 esetén az § — 
(1,2,...,n) halmaz elemeinek tetszőleges k színnel való színezésénél azt ty - z 
egyenletnek garantáltan lesz monokromatikus megoldása az S halmazon. 


Bizonyítás. Legyen s; — R4(3), és w:S — (1,...,k) az S halmaz egy tetszőleges 
k-színezése. 

Az §" — (0,1,...,n) halmazon értelmezett teljes gráf éleinek definiáljuk egy 
színezését. Az ij él színe legyen p(Ji — jl). Ekkor a ponthalmaz méretének vá- 
lasztásából adódóan találunk h,i, j csúcsokat úgy, hogy a köztük menő élek mind 
ugyanolyan, a színűek legyenek: (feltesszük, hogy h c i — j) p(i—h) — p(j—i) — 
5 e(j—h)— a. Ekkorr—i—h y—j—íiész — j-— h egy megfelelő megoldása 
egyenletünknek. nm 


A fenti tételt a következőképpen is értelmezhetjük: Adott egy egyenlet és 
számok egy színezett halmaza. A tétel azt biztosítja, hogy létezik monokromatikus 
megoldás. Természetes kérdések merülnek fel: 

e Milyen más egyenletek esetén igaz az analóg tétel? 
e Mit mondhatunk egyenletrendszerek esetén? 
e Mi történik, ha az alap aritmetikai struktúrát nem az egész számok alkotják? 

A fenti kérdések a Ramsey-típusú kérdéseken belül egy kis elmélethez vezet- 
tek. Mi csak ehhez kapcsolódó néhány eredményt ismertetünk. 

Az 

71 Iz —2T2, 


724214 -223, 


2h-2 tTh -2rh-i 


egyenletrendszer megoldásai a A hosszú számtani sorozatok. A Schur tételével 
analóg kérdést Van der Waerden oldotta meg. 
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8.5.2. Tétel. (Van der Waerden tétele) Létezik olyan Wk,n szám, amelyre n 2 Wk,h 
esetén az § — (1, 2, . . .,n) halmaz elemeinek tetszőleges k színnel való színezésénél 
lesz monokromatikus, h hosszú, nem konstans számtani sorozat §-ben. 


x kk xk 
A fenti színezési tételeknek van egy erősebb változata. 


8.5.3. Definíció. A HG (1,2,...,n) halmaz sűrűsége [HI/n. 


Nyilvánvaló, hogy ha az (1, 2, . . . , 1) halmaz elemeit k színnel színezzük, akkor 
valamelyik színosztály sűrűsége legalább 1/k lesz. Felmerül, hogy a monokromati- 
kus megoldás létezését már egy színosztály nagysága ís biztosíthatja. Ez Van der 
"Waerden tétele esetén bizonyított. 

Az alábbiakban a tételt bizonyítása nélkül közöljük. 


8.5.4. Tétel. (Szemerédi Endre tétele) Tetszőleges c 2 0 esetén létezik olyan eh 
szám, hogy n 2 en esetén, ha HC (1,2,....n) egy legalább c sűrűségű halmoz, 
akkor H-ban található h hosszú számtani sorozat. 


Ez a tétel a kombinatorika egyik kiemelkedő eredménye. 


Feladatok 


8.5.5. Egy nemzetközi találkozón 1978 tudós vesz részt hat országból. Az embe- 
reket megszámozzuk az 1, 2, . . . , 1978 számokkal. Bizonyítsuk be, hogy van olyan 
tudós, akinek száma két, vele azonos országbeli tudós számának összege (ez a két 
tudós lehet ugyanaz a személy, és akkor a megfelelő összeg az ő számának kétsze- 
rese). 

8.5.6. Van olyan r, sorozat, amelyre teljesül, hogy ha a p prímszám. legalább Ta, 
akkor az zt ryt — 27 (mod p) egyenletnek van nemtriviális megoldása. (Egy 
megoldás triviális, ha valamelyik változó 0.) 


9. Gráfelméleti problémák ekvivalenciája 


Döntési és számítási problémák e P s Gráfproblémák a NP e NP-teljesség e 
Gráfosztályok vizsgálata e Páros gráfok vizsgálata 


9.1. Gráfproblémák redukciói 


Az eddig vizsgált gráfelméleti problémák közül néhányat kiemelünk: 
Hamilton-kör problémája: Adott egy G gráf. Van-e benne Hamilton-kör? 


Független ponthalmaz problémája: Adott egy G gráf és egy k természetes szám. 
Van-e k méretű független halmaz G-ben (azaz olyan k elemű csúcshalmaz, amelyen 
belül nem halad él)? 


Klikkprobléma: Adott egy G gráf és egy k természetes szám. Van-e k méretű klikk 
(teljes részgráf) G-ben? 

Lefogó ponthalmaz problémája: Adott egy G gráf és egy k természetes szám. k 
ponttal le tudjuk-e fogni G összes élét? 


Színezési probléma: Adott egy G egyszerű gráf és egy k természetes szám. Van-e 
G-nek jó színezése k színnel? 


3-színezhetőség problémája: Adott egy G gráf. Van-e G-nek jó színezése 3 színnel? 
Izomorfizmusprobléma: Adottak a G és H gráfok. Izomorfak-e? 


Irányított gráfok izomorfizmusproblémája: Ádottak a GéH irányított gráfok. 
Izomorfak-e? 

Párosítási probléma: Adott egy G gráf. Van-e G-ben teljes párosítás? 

Párosítási probléma": Adott egy G gráf és egy k természetes szám. Van-e G-ben k 
darab független él? 

Euler-vonal problémája: Adott egy G gráf. Létezik-e G-ben Euler-vonal? 
Összefüggőségi probléma: Adott egy G gráf. Összefüggő-e G? 
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Többszörös összefüggőség problémája: Adott egy G gráf és egy k természetes szám. 
k-szorosan összefüggő-e G? 

A fenti problémák úgy vannak megfogalmazva, hogy igen-nem választ várunk 
rájuk. Ezek úgynevezett döntési problémák. Ezek a megfogalmazások a jegyzetben 
tárgyalt optimalizálási kérdésekhez képest először megszorításnak tűnhetnek. A 
későbbiekben azonban látni fogjuk, hogy egy optimalizálási, számítási vagy keresési 
probléma bonyolultsága , arányos" egy alkalmasan választott döntési problémával. 

A fenti problémák algoritmikus szempontból nyilvánvalónak tűnhetnek, hi- 
szen az a kérdés, hogy véges sok lehetőség esetén valamelyik megfelel-e számunkra. 
A véges sok lebetőség száma azonban nagyon nagy. A fenti példák esetében az 
összes lehetőség megvizsgálásához az input méretében exponenciális sok idő kell. 


Megjegyzés. A fentiekben az algoritmus, inputméret, lépésszám fogalmakat in- 
tuitív értelemben használtuk. Ezekre pontos matematikai értelmezés adható. A 
technikai nehézségek miatt ezek pontos definíciójára nem térünk ki. 


Az exponenciális lépésszámú algoritmusok már viszonylag kis inputméret ese- 
tén is használhatatlanok a gyakorlatban. A ,gyakorlatban használható algorit- 
mus" fogalmának elfogadott matematikai definíciója azt követeli meg, hogy létez- 
zen olyan polinom, hogy az algoritmusunk lépésszáma, tetszőleges input esetén, a 
polinom az input hosszánál vett helyettesítési értékénél kevesebb legyen. Az ilyen 
algoritmusokat polinorniális algoritmusoknak nevezzük. 


9.1.1. Definíció, Legyen P azon döntési feladatok halmaza, amelyek polinomiális 
algoritmussal megoldhatók. 


Jelen pillanatban nem ismert, hogy a színezési probléma P-ben van-e. 

Megfogalmazható a színezési probléma két erősebb változata is. Az egyik 
a kromatikus szám meghatározása, a másik egy optimális színezés megkeresése. 
Az, erősebb jelző értelmét úgy fogalmazhatjuk meg, hogy ha ezen utóbbi problé- 
mák bármelyikére lenne polinomiális algoritmus, akkor a színezési probléma P-ben 
lenne. Ez azonban megfordíva is igaz. Tegyük fel, hogy találtunk egy, a színe- 
zési problémát megoldó, polinomiális algoritmust. Egy adott G gráf esetén tudjuk, 
hogy kromatikus száma 1 és [V(G)i közé esik. Feltevésünk szerint ,gyorsan" el 
tudjuk dönteni, hogy ez a kromatikus szám nagyobb-e, mint IV(G)I/2. Ezzel a 
kromatikus szám lehetőségeinek számát felére csökkentettük. Ezt az ötletet is- 
mételgetve meg tudjuk határozni a pontos kromatikus számot. Ezt a gyakran 
alkalmazható eljárást bináris keresésnek nevezzük. Könnyű meggondolni, hogy az 
eljárás polinomiális lesz. Ennek a polinomiális eljárásnak a segítségével egy opti- 
mális színezést is meghatározhatunk. Egy adott G input esetén veszünk két össze 
nem kötött pontot, majd behúzzuk az általuk meghatározott élt. Határozzuk meg 
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az így kapott gráf kromatikus számát. Ha ez határozottan nagyobb, mint x(G), 
akkor visszatérünk az eredeti gráfhoz. Ha nem, akkor a továbbiakban ennek a bő- 
vített gráfnak keressük meg egy optimális színezését. Az eljárásunkat ismételgetve 
egy telített, x(G)-kromatikus gráfhoz jutunk, amely tartalmazza G-t részgráfként. 
A telített gráfról könnyen meggondolbató, hogy a következő struktúrájának kell 
lennie: ponthalmaza x(G) darab független halmazba partícionálható úgy, hogy a 
különböző független halmazok között az összes lehetséges él be van húzva. Tehát 
a telített gráf megad egy optimális színezést. 
Megjegyzés. A fenti gondolatmenetnek két nagy tanulsága van. Egyik a problé- 
máink egymásra való visszavezetésének fogalma. Problémáink között bevezethető 
a ,nehezebb" vagy legalábbis a , nem könnyebb" fogalma. 

A második tanulság, hogy ha a polinomialitással , elmossuk" a futási idő pon- 
tos értékét, akkor látszólag különböző nehézségű problémák ekvivalenssé válnak. 

A következőkben a fent kialakuló gondolatokat formalizáljuk. (Természetesen 
a formalizációnk feltételezi az algoritmus és a lépésszám fogalmának tisztázását, 
erre itt nem vállalkozunk.) 


9.1.2. Definíció. Legyen Li és L2 két eldöntési probléma. Tegyük fel, hogy van 
egy eljárásunk, amely megoldja az L2 problémát. Ha az Li problémára írható 
egy program, amely a fenti eljárást használva működik, és lépésszáma az input 
méretének egy polinomjával becsülhető (az eljárás hívásait egy lépésnek tekintjük) , 
akkor azt mondjuk, hogy L1-et redukáltuk az La problémára. Jelölésben: La 2 L2. 


Li 3 La jelentése, hogy Li ,nem nehezebb", mint L2. Könnyű belátni, hogy 
2 reflexív és tranzitív reláció. Így érdemes bevezetni a következő fogalmakat: 


9.1.3. Defi ó. L1- La, ha Li - La, és La - L1. 
Li - La, ha L1 2 Lo, és Li $ L2. 


Láttuk, hogy a színezéssel kapcsolatos problémáink ekvivalensek. A követ- 
kező tétel egy jóval meglepőbb , üzenetet" hordoz. Látszólag teljesen független, 
különbözőnek tűnő problémák is ekvivalensek. 


9.1.4. Tétel. (a) A következő problémák ekvivalensek: Hamilton-kör problémája, 
független ponthalmaz problémája, klikkprobléma, lefogó ponthalmaz problémája, 
színezési probléma, 3-színezhetőség problémája. 

(b) A következő problémák ekvivalensek: izomorfizmusprobléma, irányított 
gráfok izomorfizmusproblémája. 

(c) A következő problémák ekvivalensek: párosítási probléma, párosítási 
probléma", Euler-vonal problémája, összefüggőségi probléma, többszörös összefüg- 
gőség problémája. 
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(d) párosítási probléma X izomorfizmusprobléma -— független ponthalmaz 
problémája; 
azaz a (c) pont alatt leírt problérnák mindegyike redukálható a (b) pont alatt leírt 
problémákra, míg a (b) pont alatt leírt problémák mindegyike redukálható az (a) 
pont alatt leírt összes problémára. 


Bizonyítás. A bizonyításhoz redukciókat kell megadnunk. A továbbiakban a szük- 
séges redukciókat ismertetjük. A bizonyításhoz szükséges annak meggondolása, 
hogy a redukció , hatékony". Ennek belátását minden esetben az olvasóra bízzuk. 


(a) független ponthalmaz problémája — klikkprobléma — lefogó ponthalmaz prob- 
téma: 

Az inputról feltehető, hogy egyszerű. Egy G egyszerű gráfban egy Á ponthal- 
maz akkor és csak akkor független, ha A egy klikk ponthalmaza G-ben, és ez akkor 
és csak akkor teljesül, ha V(G) VA egy lefogó halmaz G-ben. 


lefogó ponthalmaz problémája X Hamilton-kör problémája: 


Legyen (G,k) a lefogó ponthalmaz problémájának inputja. G-ről feltehető, 
hogy egyszerű. G minden pontja esetén a belőle kiinduló éleket rendezzük sorba, 
és a pont körül kialakult d ágú csillagot (d a pont fokszáma) helyettesítsük egy 
6d pontú úttal (a csúcsnak megfelelő lánccal), amelyen a pontok d darab 6 hosszú 
blokkba vannak osztva. A blokkok az eredeti pont körüli éleknek felelnek meg 
(a választott sorrend szerint). Így minden uv élnek, két végpontja alapján, két 
ponthatos felel meg: (11, v2, . . . , V6) és (ua, tiz, . . . , u6) (egy-egy blokk két különböző 
láncban). Ezen két ponthatos közé húzzuk be az t1v3, ugvi, vat6 ÉS ugva éleket. 
Ezenkívül vegyünk fel k darab új pontot: ri,r2,...,Txk, és mindegyiküket kössük 
össze az összes lánc két végpontjával. Az így kapott gráf legyen R. A fent leírt 
konstrukcióra a 9.1.5. ábrán egy példát láthatunk. 

Belátjuk, hogy G-ben akkor és csak akkor van k elemű lefogó ponthalmaz, 
ha R-ben van Hamilton-kör. Tegyük fel, hogy R-ben van Hamilton-kör. Ez át- 
halad r1-en, ezek után be kell futnia egy lánc első blokkjába. Könnyen meg- 
gondolható, hogy a következő r; csúcsig a lánc összes csúcsát , meglátogatja" a 
Hamilton-kör. A láncon való , egyenes áthaladáshoz" képest csak úgy térhet el a 
kör, hogy egy (bi, ba, ...,b6) blokk esetén ezzel együtt a neki megfelelő G-beli él 
másik végpontjának (b , b2, . . . ,b6) blokkját is bejárja (a két blokk csúcsainak be- 
járása bi. bz, ba, b$.. bb, . . ..b8, ba, b. be sorrendben történhet), és ezek után folytatja 
a lánc bejárását. Tehát a. Hamilton-kör két r, közötti szakasza egy lánc bejárása 
és esetleg néhány, a láncnak megfelelő G-beli pontra illeszkedő élhez rendelhető 
kitérő. A 9.1.5. ábra második oszlopában az előzően megkonstruált példabeli R 
egy jellegzetes Hamilton-körét láthatjuk. A Hamilton-kör az R gráf összes csúcsát 
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9.1.5. ábra 


bejárja. Így azr; pontok által kijelölt k darab lánc melletti kitérők a ki nem válasz- 
tott láncokat is bejárják. Ez annak felel meg, hogy a k láncnak megfelelő G-beli k 
pont lefogja G összes élét. A fenti gondolatmenet megfordításával G-ben egy adott 
lefogó k-as esetén megadható egy R-beli Hamilton-kör. 


Hamilton-kör problémája £ független ponthalmaz problémája, és Hamilton-kör 
problémája XA színezési probléma: 

Legyen G a Hamilton-kör problémájának input gráfja. Definiálunk egy R 
egyszerű gráfot. R csúcsainak halmaza a. (g, i) alakú párok lesznek, ahol g € V(G), 
és1 £ i S IV(G)I természetes szám. A (g,i) párt úgy kell felfognunk, mint a 
9 az í1-edik pont egy Hamilton-körön" (valamely, a kört követő számozás alapján) 
állítást reprezentáló csúcsot. Egy (g, i) párt összekötünk egy (g", 7) párral, ha a két 
reprezentált információ kizárja egymást, azaz ha g / g/, és í — í, vagy ha g — g/, és 
í71, vagy pedigi—i-41 (mod IV(G)I), és 99" € E(G). Könnyű meggondolni, 
hogy a konstruált R gráfban akkor és csak akkor van [V(G)I elemszámú független 
F ponthalmaz, ha G tartalmazott Hamilton-kört. 

Egy s természetes szám esetén legyen F -t s az a csúcshalmaz R-ben, amelyet 
úgy kapunk F-ből, hogy minden (g, i) elemét helyettesítjük (g, í")-vel, ahol i" z i4-s 
(mod ÍV(G)I) és 1 £ 7 £ IV(G)I. Könnyű belátni, hogy ha F egy független halmaz, 
akkor tetszőleges s esetén F -- s is az. Továbbá IFI — IF -- s]. Ha F egy IV(G)I 
elemszámú független halmaz, akkor az F,F31,F-42,..., F3-IV(G)I—1 halmazok 
R csúcsainak IV(G)I független halmazba történő osztályozását, azaz az R gráf egy 
IV(O)I-színezését adják. Megfordítva: Ha az R gráfnak van IV (6)! színnel történő 
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jó színezése, akkor lennie kell legalább 1V(G)I elemű színosztályának (R csúcsainak 
száma IV(GY?). Ez az F színosztály egy független halmaz, ami csak úgy lehet, 
hogy F elemszáma pontosan ÍV(G)], hiszen minden i-re egyetlen olyan g € V(G) 
lehet, amire (g,i) € F. 

Ezek után könnyű látni, hogy G-ben akkor és csak akkor van Hamilton-kör, 
ha az R gráfot jól kiszínezhetjük [V(G)I színnel. 

lefogó ponthalmaz problémája X színezési probléma: 

Legyen (G,k) a lefogó ponthalmaz probléma egy inputja. Feltehető, hogy 
G egyszerű gráf, és k 2 3. A probléma az, hogy eldöntsük, G élei k osztályba 
sorolhatók-e úgy, hogy egy osztályon belül egy csúcsból kiinduló élek legyenek. 

Az első gondolatunk az lehet, hogy definiáljuk R-et a G gráf élgráfja komple- 
menterének. (A csúcsai G élei. Két él össze van kötve, ha nem egy csúcsban futnak 
össze.) Ekkor azonban R független ponthalmazai nem biztos, hogy G egy csúcsból 
induló éleinek felelnek meg. R-ben lesznek háromelemű független ponthalmazok, 
amelyeknek megfelelő három-három él G-ben egy-egy háromszöget alkot. 

Legyen R az R gráf összekötött pontpárjai (G független élpárjai) és a G-beli 
háromszögek éleinek megfelelő csúcshármasok által alkotott halmazrendszer. Ha 
az R halmazrendszer csúcsait úgy színezzük, hogy ne legyen egyszínű (monokro- 
matikus) halmazunk, akkor egy színosztály pontjainak megfelelő G-beli élek egy 
csúcsból indulnak ki. Így az R halmazrendszer k színnel való színezhetősége ekvi- 
valens G éleinek k csúccsal való lefogásával. 

Az R halmazrendszer színezése könnyen tovább redukálható egy A gráf színe- 
zési problémájára. R csúcsai között ott lesznek R. pontjai. R élei között ott lesznek 
R kételemű halmazai. Ezenkívül R minden H hármasára vegyünk fel az eddig de- 
finiált gráftól független X elemszámú teljes gráfot (ennek ponthalmaza legyen Kr). 
Ku elemeit osszuk három nemüres osztályba, az egyes osztályokat feleltessük meg 
H elemeinek, és az osztályok elemeit kössük össze H megfelelő elemével. A konst- 
rukcióra egy példa a 9.1.6. ábrán látható. 

Az így kapott A gráf k-színezése ekvivalens az R halmazrendszer k-színezésével. 
színezési probléma független ponthaimaz problémája: 

Legyen (G,k) a színezési probléma egy inputja. Definiálunk egy R egyszerű 
gráfot. R csúcsai a (g,í) rendezett párok lesznek, ahol g € V(G), i pedig egy k 
elemű színhalmaz egy eleme. A csúcsot úgy fogjuk fel, mint a , g az í színt kapja" 
eseményt reprezentáló csúcsot. Két különböző csúcsot ((g, í), (g", 1")), akkor kötünk 
össze, ha a két reprezentált esemény alapvetően kizárja egymást: 9 — g", ési Ai, 
vagy pedig g9/ € E(G), és i — 1. Könnyű meggondolni, hogy R-ben akkor és csak 
akkor van JV(G)I elemszámú független ponthalmaz, ha G k színnel színezhető. 


színezési problémax 3-színezhetőség problémája: 
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9.1.6. ábra 


Az előző redukcióhoz hasonló ötletekkel dolgozunk. Legyen (G, k) a színezési 
probléma egy inputja, Definiálunk egy R egyszerű gráfot. R csúcsai között ott 
lesznek (más csúcsok mellett) a. (g,i) rendezett párok, ahol g € V(G), i pedig 
egy k elemű színhalmaz egy eleme (legyen ez a színhalmaz 9). A csúcsot úgy 
fogjuk fel, mint a ,g az i színt kapja" eseményt reprezentáló csúcsot. Az eddig 
leírt csúcsok alkossák az S halmazt. Szakítsuk meg R leírását egy pillanatra. R 
3-színezhetőségét szeretnénk , lakmuszpapírnak" használni: a 3-színezhetőségben 
s benne legyen" G k-színezhetősége, míg a nem 3-színezhetőség jelentse G-nek a nem 
k-színezhetőségét (azaz G k-színezhetőségéből következzen R 3-színezhetősége). S 
elemeinek fenti jelentése már sugallja, hogyan kódoljuk G k-színezését R egy 3- 
színezésével. A következőket követeljük meg R 3-színezésétőlt 

(1) S elemei két színt kapnak zöldet és pirosat. A (g,i) csúcs zöld színe azt 

jelenti, hogy ,g kaphatja az i színt", míg a piros szín jelentese az, hogy ,g 

nem kaphatja az i színt". 

(ii) Tetszőleges g € V(G) esetén a ((g,i) : i € s) halmazban lesz zöld színű pont. 
(ii) 99" € E(G) esetén semelyik í € c színre sem kaphat a (gi) és (9, i) csúcsok 
mindkettője zöld színt. 

Ekkor minden g € V(G) esetén egy olyan i színt választva, amelyre (g,i) 
zöld színt kap G egy jó k-színezéséhez jutunk. Megfordítva is igaz: G egy jó k- 
színezéséből nyerhetünk S egy zöld-piros színezését, ha pontosan akkor kap egy 
(g,i) c S zöld színt, ha g í-re van színezve. (Ekkor (ii)-nél erősebb is igaz lesz: 
tetszőleges g € V(G) esetén a ((g,i) : i € c) halmazban pontosan egy elem lesz 
zöld színű. Célunk elérésének megkönnyítése érdekében követeljük meg a gyengébb 
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(ii)-t, hiszen ez is elég.) 

A bizonyítás befejezéseként megmutatjuk, hogyan egészítsük ki az § hal- 
mazt további csúcsokkal és élekkel, hogy a definiált R gráf tetszőleges 3-színezése 
§-nek (i)-(iii) tulajdonságú színezését adja, míg 5 (i)-(ii) színezhetősége R 3- 
színezhetőségét is jelentse. 

Először vegyünk fel egy új s csúcsot és ezt kössük össze S összes elemével. s 
színét sárgának nevezzük. A 3-színezés palettája legyen (zöld, piros, sárga). Ezzel 
garantáljuk (i)-t. 

(ii) eléréséhez először tegyük fel, hogy k páratlan. Tetszőleges g € V(G) 
esetén a ((g,i) : i c 9) csúcshalmaz mindegyik eleméhez rendeljünk egy , társat" : 
(9. 1) társa legyen 96. Adott (9; : i € a) esetén a társak halmazát körszerűen kössük 
össze, továbbra minden (g,i) e S legyen szomszédos társával. A társak halmaza 
egy páratlan kört feszít, így A tetszőleges 3-színezésében a társak halmazában az 
összes színnek elő kell fordulni. Egy piros színű társnak megfelelő §-beli csúcs 
színének zöldnek kell lenni, azaz (i)-t elértük. 

k páros esetén ne keressünk új ötletet. Vegyük észre, ha a (G, k) input helyett 
a (G",k 4 1) inputot nézzük — ahol G" a G gráf egy új ponttal való kibővítése, 
amely új pontot V(G) összes elemével összekötjük — akkor egy eredetivel ekviva- 
lens színezési problémával állunk. Így redukciónkban egy , részredukciót" használva 
feltehetjük, hogy k páratlan. 

(iii) eléréséhez az előző ötletet kell megismételnünk. Először azonban vegyünk 
fel egy z csúcsot, amelyet kössünk össze s-sel. Ez lesz az a csúcs, amely a zöld színt 
definiálja. (iii) azt ,kéri", hogy tetszőleges gg" € E(G) és i € a esetén z, (gi) és 
(9",i) hármas ne kaphassa ugyanazt a színt. Ehhez minden ilyen hármas esetén 
a hármast , lemásoljuk" , a másolatokat összekötjük az eredeti hármas megfelelő 
elemeivel, végül a társakat egy körnek megfelelően összekötjük (a kör hossza. ter- 
mészetesen három, azaz páratlan). 

R definícióját befejeztük. R tetszőleges jó 3-színezését S-re megszorítva § szí- 
nezésére tett három feltételünk teljesülni fog. Ánnak belátását, hogy 5 megfelelő 
tulajdonságú színezését kiterjeszthetjük A egy jó 3-színezésévé — azaz gondolata- 
ink megfordítását — az olvasóra bízzuk. 





3-színezhetőség problémájax színezési probléma nyilvánvaló. 


A fenti redukciók és a redukálhatóság tranzítivitása alapján az állítás (a) része 
adódik. 

A bizonyítás eddigi része alapján is látható, hogy sokszor egy redukció mega- 
dása nagyon szép ötleteket kíván. Legtöbbször meglepő, szokatlan látásmód szük- 
séges ahhoz, hogy , egy problémában felismerjük egy másik probléma megoldásának 
lehetőségét? . Redukciók megadására változatos módok ismertek. Ezt hangsúlyoz- 
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tuk azzal, hogy a bizonyításhoz szükséges redukciókkai , nem spóroltunk". Ha csak 
bizonyítani akartunk volna, kevesebb redukcióval is célhoz értünk volna. 

(b)izomorfizmusproblémaxirányított gráfok izomorfizmusproblémája: 

Egy adott G és H irányítatlan gráf esetén legyenek G és H azok az irányított 
gráfok, amelyeket a megfelelő gráf éleinek megduplázásával és oda-vissza irányí- 
tásával kapunk. Könnyű belátni, hogy G a H akkor és csak akkor, ha G s H 
irányított értelemben. 

irányított gráfok izomorfizmusproblémájax izomorfizmusprobléma: 

Legyen a (GH) gráfpár az irányított izomorfizmusproblérna inputja. Mind- 
két gráfban az összes e — uw élt helyettesítsük a 9.1.7. ábrán látható módon. 


v 





9.1.7. ábra 


Legyen az u! pontok fokszáma egy minden élre közös, a két gráf fokszámai között 
nem található természetes szám. Hasonlóan a v" pontok fokszáma legyen egy min- 
den élre közös, a két gráf fokszámai között nem található és u" fokával nem egyező 
természetes szám. Legyen G és H az így kapott két gráf. A fokszámok ilyen vá- 
lasztása biztosítja, hogy a G és H gráfok akkor és csak akkor legyenek izomorfak 
irányítatlan értelemben, ha G-:RB 

(c) A gráfelméleti vizsgálódásaink során ezen pont, alatt szereplő problémákra 
hatékony (polinomiális) algoritmust adtunk. Azaz tetszőleges , segítő eljárás? nél- 
kül ezek a problémák kezelhetők. Ez azt jelenti, hogy ezek tetszőleges döntési 
feladatra visszavezethetőek. Speciálisan egymással is ekvivalensek. Gondolatme- 
netünk azt is adja, hogy az itt felsorolt problémák ekvivalenciaosztálya éppen P. 

(d) A (c) pont bizonyítása alapján elég belátni, hogy 

izomorfizmusproblémaz független ponthalmaz problémája. 


Adott egy G és egy H gráf. Ezekből konstruélunk egy R egyszerű gráfot: R 
csúcsai a (g, h) rendezett párok, ahol g € V(G), és h € V(H). A (9, h) és (g,W) 
különböző csúcsokat akkor és csak akkor kötjük össze, ha ag A h ésg p h 
leképezés , lokális indokok miatt? biztosan nem terjeszthető ki egy G és H közötti 
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izomorfizmussá; azaz 9 — g/, vagy h — h!, vagy 997 € E(G), de hW £ E(H), 
vagy 99" d E(G), de hh/ c E(H). Könnyű meggondolni, hogy a IV(G)I — IV (ADI 
feltevéssel élve, az R-beli IV (G)I méretű független halmazok éppen a G és H közötti 
izomorfizinusoknak felelnek meg. u 


Megjegyzés. A tétel (d) pontja csak , határozatlan egyenlőtlenséget" állít. Elkép- 
zelhető, hogy a tételben felsorolt összes problémára van polinomiális algoritmus. 


d x kk 

Az előző tételben szereplő problémák mindegyikének van egy közös tulajdon- 
sága. Ha az eldöntési kérdésre igen a válasz, akkor erről könnyű meggyőzni valakit. 
Ha G kiszínezhető k színnel, akkor meg kell adni egy k-színezést. A színezés he- 
lyességét mindenki könnyen ellenőrizheti. Ha két gráf izomorf, akkor meg kell adni 
egy izomorfizmust adó bijekciót a pontok között, ég ennek helyességét már egy gép 
is ellenőrizni tudja. Tehát ha egy w input esetén a problémára a válasz igen, akkor 
van egy ő , bizonyítás". Az (w, ő) párt kapva egy algoritmus is gyorsan el tudja 
dönteni, hogy ő ,jó bizonyítás-e". Természetesen azt is fel keli tennünk, hogy ha 
egy input esetén a problémára a válasz , nem", akkor az algoritmus tetszőleges 8 
esetén elveti az , álbizonyítást". Az algoritmus, gyorsaság fogalmak tisztázása után 
nek nevezzük. Nyilvánvalóan P c NP, hiszen egy P-beli probléma esetén van 
egy olyan algoritmusunk, amelynek el sem kell olvasnia a bizonyítást ahhoz, hogy 
meggyőződjön, hogy az inputra , igen" a helyes válasz. 

A tételbeli problémák mind AP-n belül vannak. Az (a) pontbeli problé- 
mákról belátható, hogy nemcsak a listánkon, hanem egész XP-ben a legnehezebb 
problémák közé tartoznak (minden NP-beli feladat redukálható rájuk). Az ilyen 
problémákat NP-teljes feladatoknak nevezzük. 

Az XN P-teljes feladatok nagyon sok fontos gyakorlati problémát tartalmaznak. 
Nagyon sokan sok oldalról vizsgálták ezeket a feladatokat. Az a gyakorlati tény, 
hogy eddig egyikre sem sikerült polinomiális algoritmust találni, azt sugallja, hogy 
talán nem is létezik ilyen. Ezt a sejtést úgy fogalmazhatjuk meg, hogy NP z P. 
Ennek matematikai igazolása vagy cáfolata azonban még várat magára. 
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9.2. Gráfosztályok 


Az eddigiekben gráfelméleti kérdéseket általánosan vizsgáltunk. Bizonyos ese- 
tekben (fontos gyakorlati kérdéseknél is: színezésnél, utazó ügynök problémájáná?) 
nagyon keveset tudtunk mondani egy felmerült problémáról. Az előző fejezet erre 
magyarázatot ad (az AP feladatosztály legnehezebb problémáiról volt szó). Azt 
is sugallták megjegyzéseink, hogy valószínűleg nincs ís remény ezen kérdések teljes 
tisztázására (például nem várható gyors algoritmus megoldásukra). ( Természe- 
tesen az NP — P egyenlőség is fennállhat, amikor például a színezési feladatra 
létezik polinomiális algoritmus. Ekkor a , nehézség" csupán azt jelenti, hogy mai 
matematikatudásunkkal a probléma nehezen kezelhető.) 

Mit tehetünk akkor, amikor egy elméletileg nehéz problémát keli kezelnünk? 
A gyakorlati problémától függően több lehetőség is felmerül. 

1) Lehet, hogy megelégedhetünk egy közelítő megoldással. 

2) Lehet, hogy megelégedhetünk egy olyan eljárással, amely csak nagy valószí- 
nűséggel adja meg a választ. 

3) Lehet, hogy a problémában szereplő konkrét gráf speciális tulajdonságai mi- 
att speciális módszerekkel kezelni tudjuk azt. Konkrét példa esetén még ha 
van is általános módszer, sokszor , tékozlás" például egy általánosan működő 
algoritmust futtatni. 

Mi csak a 3) pont alatt szereplő lehetőséget nézzük meg jobban. A követ. 
kező fejezetekben olyan gráfosztályokat vizsgálunk, amelyek elméleti és gyakorlati 
problémák során gyakran előfordulnak, és így róluk sok , speciális"? ismeret gyűlt 
össze. 

Elméleti szempontból is fontos ezen osztályok vizsgálata, hiszen így a kezel- 
hetőség és a kezelhetetlenség határát jobban , ki tudjuk tapintani" . 

A gráfosztályok tárgyalása előtt azonban összefoglaljuk, milyen kérdésekkel 
kell szembenéznünk egy gráfosztály vizsgálatánál. 

Korakterizáció. Jellemezzük a gráfosztály elemeit. A jellemzéstől elvárjuk, hogy 


Felismerési algoritmus. Olyan algoritmus, amely egy input gráfról eldönti, hogy az 
adott gráfosztálynak eleme-e. 


Új gráfparaméterek. A gráfosztályhoz nem tartozó gráfok esetén sokszor termé- 
szetes módon mérhetjük milyen közel esnek a gráfosztályhoz. Ez a mérték egy 
gráfparaméter, amely vizsgálata gyümöcsöző lehet. Ez a gráfparaméter normál- 
ható úgy, hogy pontosan a gráfosztály elemei esetén legyen 0. Ekkor a G gráf 
esetén a gráfparaméter kis nemnulla értéke értelmezhető úgy, mint a gráfosztályon 
kívül eső G gráf a gráfosztály elemeihez való közelsége. 


244 9.8. Páros gráfok 


Reprezentáció. Sok gráfosztály definíciója valamilyen gráfhoz rendelt struktúra 
létezésével definiált. Ilyenek például az élgráfok (létezik olyan gráf, hogy G ennek 
élgráfja). Ekkor felmerül, hogy az adott gráfosztály egy eleme , mögött" lévő, az 
elemséget bizonyító struktúra megtalálható-e. 


Speciális módszerek. Az eddig vizsgált kérdésekre (párosítás, színezés stb.) ed- 
dig általános módszereket láttunk. A speciális gráfosztályok esetén hatékonyabb 
módszerek várhatók. 


9.3. Páros gráfok 


Egy példaként összefoglaljuk azokat az ismereteket, amelyeket a páros gráfok- 
ról az eddigiek folyamán összegyűjtöttünk. 


Karakterizáció. Láttuk, hogy egy gráf akkor és csak akkor nem páros, ha van benne 
páratlan hosszúságú kör. Ez a páros gráfok osztályának egy karakterizációját adja 
tiltott részgráfok segítségével. 


Felismerési algoritmus. A karakterizációs tétel bizonyítása alapján egy algoritmus 
adható annak eldöntésére, hogy egy adott gráf páros-e: 


9.3.1. Algoritmus. (Párosságot tesztelő algoritmus) 

1. lépés: Határozzuk meg az input gráf komponenseit. 

2. lépés: Minden komponensben határozzunk meg egy feszítőfát. 

3. lépés: A feszítőfákon kívüli élek mindegyikére határozzuk meg, hogy az általuk 
összekötött két pont között haladó, feszítőfabeli út hosszának mi a paritása. 

s Ha találunk olyan gy élt, amelyre az egyik feszítőfában x és y páros távolságra 
vannak egymástól, akkor az algoritmus leáll azzal, hogy a kiinduló gráf nem 
páros. 

s Ha ilyen élt nem találunk, akkor az algoritmus leáll azzal, hogy a kiinduló 
gráf páros. 


Reprezentáció. A páros gráfokat úgy definiáltuk, hogy pontjaihoz található olyan, 
két osztályba sorolás, hogy egy osztályon belül nem halad él. Sokszor a páros 
gráfokat pontjaik egy ilyen osztályozásával együtt kezeltük. A két szemlélet közötti 
hézag feloldása éppen a reprezentációs kérdés. Adott egy páros gráf, találjunk 
pontjainak egy megfelelő osztályozását. 


9.3.2. Algoritmus. (Páros gráfok 2-színezése) 
Input: G páros grát. 
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Output: V(G) elemeinek két osztályba sorolása (A és F) úgy, hogy osztályokon 
belül nem halad él. 

1. lépés: Határozzuk meg az input gráf komponenseit. 

2. lépés: Minden komponensben határozzunk meg egy feszítőfát. 

3. lépés: Minden feszítőfa esetén tegyük a következőt: Egy tetszőleges r pontját 
jelöljük ki, és tegyük az A osztályba. Az összes többi z pont esetén ha z távolsága 
a komponensébe eső r-től páros, akkor kerüljön A-ba, különben legyen F eleme. 


Új gráfparaméterek. Egy G gráf esetén csúcsok tetszőleges x kettéosztása esetén 
az élek is két kategóriába sorolhatók. Beszélhetünk keresztélekről, azaz azon élek- 
ről, amelyek két végpontja a kettéosztás különböző oldalára esik. Legyen K(G; mr) a 
G gráf m csúcs-kettéosztásra vonatkozó keresztéleinek halmaza. A többi élről mint 
oldaléíről beszélhetünk. Legyen O(G; mr) a G gróf x csúcs-kettéosztásra vonatkozó 
oldaléleinek halmaza. G akkor és csak akkor páros, ha csúcsainak alkalmas ketté- 
osztására az oldalélek halmaza üres lesz. Tehát, ha G nem páros, akkor csúcsainak 
minden kettéosztásánál az oldalélek száma nemnulla. De milyen kicsi lehet ez a 
szám? Ezen kérdés feltevése után természetes a következő gráfparaméter beveze- 
tése. 
4(G) — min(JO(G; m)] : r a V(G) halmaz egy kettéosztása) 


A u paraméter gyakorlati problémák esetén is természetes módon adódik, vizsgálata 
fontos kutatási irány. 


Speciális módszerek. Az Edmonds-algoritmus általános eljárást adott a maximális 
elemszámú párosítás keresésére. Az eljárás nehézsége abból eredt, hogy páratlan 
köröket kellett zsugorítanunk. Páros gráfok esetén az eljárás lényegesen leegyszerű- 
södött. Valójában a páros gráfokat kezelő egyszerűbb algoritmus történetileg jóval 
hamarabb keletkezett. 

A magyar módszer alkalmas arra, hogy egy páros gráfban meghatározzuk az 
optimális lefogó ponthalmazt. Ez a probléma általános gráfok esetén XN P-teljes. 

A lefogó ponthalmaz problémájának megoldhatósága magával hozza a maxi- 
mális független ponthalmaz problémájának megoldhatóságát. (Általában egy páros 
gráf esetén megoldandó probléma visszavezetésénél a konstruált gráf nem feltétle- 
nül páros. Így nem szükségszerű, hogy két ekvivalens probléma páros gráfokra 
is ekvivalens legyen. A lefogó ponthalmaz problémája és a független ponthalmaz 
problémája közti redukció olyan egyszerű, hogy páros gráfokra (sőt tetszőleges grá- 
fosztályra is) ekvivalensek maradnak.) 


10. Síikgráfok 


Felületekre való rajzolhatóság e Sikgráfok jellemzése kizárt minorokkal, Kurar 
towski tétele s Gráfok génusza e Síkgráfok kromatikus száma e ötszín-tétel 


10.1. Síkra rajzolhatóság 


A következőkben pontosan definiáljuk egy gráf síkra rajzolását. 


10.1.1. Definíció. Legyen a: V(G) 6 P és b: E(G) — G egy leképezéspár, ahol 
P a sík pontjainak halmaza, míg G a sík folytonos, önmagukat nem metsző gör- 
béinek halmaza. (Egy görbét, amelynek kezdő- és végpontja egybeesik, önmagát 
nem metszőnek tekintünk.) Ez a pár a G gráf síkra rajzolása, ha a következők 
teljesülnek: 
(1) a kölcsönösen egyértelmű leképezés (különböző csúcsoknak különböző geomet- 
riai pontok felelnek meg), 
(ii) bármely e — zy él esetén a b(e) görbe a(x)-et és a(y)-t köti össze, és nem 
halad át a(z)-n semelyik z $ r, y csúcs esetén, 
(iii) tetszőleges e él esetén a b(e) görbe belső pontjai nincsenek rajta semelyik más 
élnek megfelelő görbén. 


Megjegyzés. A sík szerepe nem lényeges a definícióban. Tetszőleges olyan T térrel 
dolgozhatunk, ahol definiálva van egy görbefogalom. Ekkor a T-re rajzolás fogalmát 
kapjuk. Ezt a megjegyzést ki is használjuk akkor, amikor gráfok tóruszra, projektív 
síkra, illetve térbe rajzolásáról beszélünk. 


10.1.2. Definíció. Ha egy G gráfnak létezik síkra rajzolása, akkor síkgráfnak 
nevezzük. 


Megjegyzés. Az előző megjegyzés alapján beszélhetünk T-re rajzolható gráfokról. 
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Mint kiderül, nem minden gráf rajzolható síkra, illetve amelyik síkra rajzol- 
ható, az sem egyértelműen (ez ad értelmet a síkgráf, illetve a síkra rajzolt gráf 
fogalma közti megkülönböztetésnek). 
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Síkra rajzolt gráf esetén egy fontos fogalom a tartomány. Szemléletesen a 
síkra rajzolt gráfot úgy fogjuk fel, mint egy térképet. Ekkor a tartomány nem 
lesz más, mint egy ország. Az igényesebb olvasó kedvéért egy pontos definíciót is 
megadunk. 


10.1.3. Definíció. . Legyen (a,b) a G gráf egy síkra rajzolása. Legyen P7 azon 
pontok halmaza, amelyek egyetlen pontnak sem képei, és amelyeken egyetlen élnek 
megfelelő görbe sem halad át. Legyen " a következő reláció a P7 halmazon: x c y, 
ha létezik olyan folytonos görbe, amely 7-et és y-t köti össze P7-on belül. Ez egy 
ekvivalenciareláció lesz. Ennek ekvivalenciaosztályai a síkra rajzolás tartományai 


Egy tartomány határa a topológia jól ismert fogalma. Sikra rajzolt gráfok 
esetén a határt a topológiától eltérően definiáljuk. 


10.1.4. Definíció. Legyen G egy síkra rajzolt gráf, és t egy tartománya. Képzel- 
jük azt, hogy a gráf élei kerítések. A t tartományon belül menjünk a kerítéshez, 
és tegyük rá kezünket. A tartomány ,határát" járjuk körbe. Közben kezünket 
illeszkedő kerítéseken húzzuk. Az ezeknek megfelelő élek a gráfban egy körsétát 
alkotnak. Ha eddig , érintetlen" élhez eljuthatunk t-n belül, akkor ettől az éltől 
kiindulva is tegyük meg a fenti körsétát. Amíg az összes elérhető élt meg nem 
érintjük, folytassuk eljárásunkat. A tartomány határa ezen körséták élsorozatai 
(mindegyik egy-egy körszerű rendezéssel). 


A definíciót a 10.1.5. ábra világítja meg. Az ábrán egy t tartományt látunk, 
amelynek határát kissé elmozdítottuk valódi helyéről azért, hogy jobban láthatóvá 
váljon. A G gráfban szereplő elvágó élek mindkét oldalán ugyanaz a tartomány sze- 
repel. A fenti, szemléletes definícióban ezek az élek a megfelelő tartomány határán 
duplán vannak számolva. A topologikus utat követve a határ egy élhalmaznak 
adódott volna. 

A fenti definíció hivatkozik a szemléletre. A továbbiakban sem akarunk elsza- 
kadni a szemlélettől. Igen sok esetben a pontos formalizálás túl technikai lenne, az 
erre alapuló bizonyítások túl bonyolultak lennének. A szemléletet alapján nyilván- 
valónak tűnő (és igaz) állításokat minden további nélkül felhasználunk. 

Ha egy síkra rajzolt G gráfra mint egy térképre gondolunk, akkor a tarto- 
mányok ,országok" lesznek, egy tartomány határa pedig az , országhatárt" alkotó 
élek. 


10. Síkgráfok 249 





10.1.5. ábra 


Megjegyzés. Természetesen a tartomány, a tartomány határa fogalmak átvihetők 
tóruszra, projektív síkra (stb.) rajzolt gráfok esetére is. 
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Néhány szót ejtünk a síkra rajzolások egyértelműségéről. Ennek vizsgálata 
azonban nem olyan egyszerű. Mikor tekintünk két síkra rajzolást lényegében ugyan- 
annak? 

Pét nem különböztetjük meg az eredetitől. (Deformációnak nevezünk egy 

d:P x (0,1] - P folytonos leképezést, amelyre d(P,0) — P minden P-re, és 

tetszőleges ta esetén P 6 d(P,to) egy homeomorfizmus. A deformált síkra 

rajzolásnál a v csúcs képe d(a(v), 1), a g: (0, 1] — P görbe képe pedig d(., 1)og.) 
§ Hasonlóan nem tekintjük különbözőnek azt a két síkra rajzolást, amelynél 
az egyik a másikból egy egyenesre való tükrözéssel kapható (ekkor csak a 
körüljárási irányok változnak). 
Egy feladat azt mutatja, hogy ha egy gráfot síkra rajzolunk, akkor egy szte- 
reografikus projekcióval egy gömbre rajzolást kapunk. Ezt a gömbre rajzolást 
egy másik sztereografikus projekcióval ugyanannak a gráfnak egy másik síkra 
rajzolásába transzformálhatjuk. Ha a vetítégeket jól választottuk, akkor a két 
síkra rajzolás esetén a két végtelen ország különböző lesz. Ezeket ekvivalens 
síkra rajzolásoknak tekintjük. 
A továbbiakban a fenti három operációval egymásba vihető síkra rajzolásokat 
azonosnak, ekvivalensnek tekintjük. 

Ekvivalens síkra rajzolások esetén az országok száma és az adott számú éllel 
határolt országok száma nem változik. Egy síkra rajzolás esetén az egy csúcsra 
Sz REGS élek körszerűen rendezve lesznek. Ezt a rendezést sem változtatja meg 
árás irányának megfordításától eltekintve) egy ekvivalens síkra rajzolásra 
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való áttérés. Egy síkra rajzolás , kijelöl" speciális élhalmazokat: azokat, amelyeknek 
elemei pontosan egy tartomány határát alkotják. Ekvivalens síkra rajzolásra való 
áttérés ezeket a halmazokat nem változtja meg. A tartományok ezen halmazokon 
belül egy körszerű rendezést definiálnak. Ekvivalens síkra rajzolásoknál ez sem 
változik meg. 

A 10.1.6. ábrán ugyanannak a gráfnak két síkra rajzolását láthatjuk. 


10.1.6. ábra 


Az egyik esetben kaptunk egy 2 éllel határolt országot, míg a másik esetben 
nem. Ez azt bizonyítja, hogy ezek a síkra rajzolások a fenti értelemben sem lesznek 
ekvivalensek. 

H. Whitney belátta, hogy ha G egy 3-szorosan összefüggő, síkra rajzolható 
gráf, akkor a síkra rajzolhatóság a fenti ekvivalenciától eltekintve már egyértelmű. 


Feladatok 
10.1.7. 
a) Bizonyítsuk be, hogy egy gráf akkor és csak akkor síkra rajzolható, ha kom- 
ponensei síkra rajzolhatók. 
b) Bizonyítsuk be, hogy egy összefüggő gráf akkor és csak akkor rajzolható le a 
síkra, ha blokkjai síkra rajzolhatók. 
10.1.8. Legyen G egy síkra rajzolt gráf. Igazoljuk, hogy a következők ekvivalensek: 
(1) G összefüggő. 
(ii) G minden tartományának határa egyetlen séta élsorozata. 
10.1.9. Legyen G egy síkra rajzolt gráf. Igazoljuk, hogy a következők ekvivalensek: 
(i) G 2-szeresen élösszefüggő. 
(ii) G minden tartományának határa egy vonal élsorozata. 
10.1.10. Legyen G egy síkra rajzolt gráf. Igazoljuk, hogy a következők ekvivalen- 
sek: 
(i) G 2-szeresen összefüggő. 
(ii) G minden tartományának határa egy kör élsorozata. 
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10.1.11. Bizonyítsuk be, hogy minden gráf R?-ba rajzolható. 
10.1.12. Bizonyítsuk be, hogy egy gráf akkor és csak akkor rajzolható le a síkra, 
ha lerajzolható a gömbre. 
10.1.13. Legyen G egy gömbre rajzolt gráf. Igazoljuk, hogy a következők ekviva- 
lensek: 

(3) G összefüggő. 

(ii) G minden tartományának belseje egy pontra összehúzható. 
(iii) G minden tartományának határa egy összefüggő gráf élhalmaza. 
10.1.14. (a) Bizonyítsuk be, hogy egy konvex poliéder élváza által alkotott gráf 
(azaz az a gráf, amelynek pontjai a poliéder csúcsai, élei Pedig a poliéder élei) 
síkgráf. Ezenkívül ez a, gráf egyszerű és 3-szorosan összefüggő. 

(b)" Bizonyítsuk be, hogy ha G egy egyszerű, 3-szorosan összefüggő síkgráf, 

akkor van olyan konvex poliéder, amelynek élváza G-vel izomorf gráf. 
10.1.15." Bizonyítsuk be, hogy egy egyszerű síkgráfnak létezik olyan síkra rajzo- 
lása, ahol az éleket egyenesszakaszok ábrázolják. 


10.2. Dualitás 


Legyen G egy síkra rajzolt gráf. A G gráf G" duátisa egy újabb síkra rajzolt 
gráf. 
10.2.1. Definíció. G" csúcsai G síkra rajzolásának tartományai, élei megfelelnek 
G éleinek. Egy G"-beli e él a neki megfelelő G-beli él két partján lévő két országnak 
megfelelő csúcsokat köti össze. (Ha e egy elvágó él G-ben, akkor a két partján lévő 
akét" ország egybeesik, a duális ezen éle egy hurokél.) 





10.2.2. ábra 
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G" síkra rajzolása úgy történik, hogy csúcsait leképezzük a neki megfelelő ország 
egy tetszőleges belső pontjába. (Erre gondolhatunk úgy is, mint a megfelelő ország 
fővárosára.) Egy él képe egy végpontjait összekötő görbe, amely a neki megfelelő 
G-beli élt metszi. (Erre az élre gondolhatunk úgy, mint két szomszédos főváros 
között egy útra. Áz út az egyik fővárosból indul, a megfelelő G-beli élt repre- 
zentáló görbe (határszakasz) közepén létesített határátkelőn keresztül a duális él 
másik végpontjának megfelelő fővárosba vezet. Ez a nem pontosan kifejtett leírás 
megvalósítható úgy, hogy G" egy síkra rajzolását kapjuk. (Egy tartományon belül 
a fővárosból , csillagszerűen" kiinduló, , határállomásokhoz" vezető utak lesznek az 
éleket reprezentáló görbék. A szemlélet alapján nyilvánvaló, hogy ezek keresztező- 
dések nélkül megoldható útrendszert alkotnak.) A 10.2.2. ábrán egy példa látható, 
ahol G" síkra rajzolásánál G lerajzolásának képét szaggatott vonalakkal feltüntet- 
tük. 


Megjegyzés. A G síkra rajzolt gráf G" duális gráfja jóldefiniált. A síkra rajzolás 
leírása azonban nem egyértelműen definiálja azt. Szemléletűnk alapján nyilvánvaló, 
hogy az egyes síkra rajzolások ekvivalensek lesznek. 


Fontos aláhúzni, hogy a dualitás fogalma síkra rajzolt gráfokra van értelmezve. 
Síkgráfok esetén (ha a síkra rajzolás nincs megadva) problémák merülnek fel. A 
következő ábrán ugyanannak a gráfnak két síkra rajzolásán alapuló két duálisa 
látható. 


Kő ö5a 





10.2.3. ábra 


Az egyik esetben a kapott duális gráfban lesz egy másodfokú pont, míg a másikban 
nem lesz. Tehát a két , duális" nem ekvivalens. 

Duális persze gömbre, illetve tetszőleges felületre rajzolt gráfok esetén is ér- 
telmezhető. Egy tóruszra rajzolt gráf duálisa egy tóruszra rajzolt gráf lesz. 

at kk xk 

Legyen G egy síkra rajzolt gráf. A duális definíciója alapján G és G" élei 
között van egy természetes bijekció: $: E(G) - E(G"). Legyen F a G gráf egy 
feszítőfája. Nézzük az E(G) V E(F)-nek megfelelő éleket G"-ban. 
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10.2.4. Lemma. Legyen G egy összefüggő, síkra rajzolt gráf, és G" a G duálisa. 
(i) Legyen F egy feszítőfa G-ben. Ekkor W(E(GYVE(FP)) egy feszítőfa élei G" -ban. 
(ii) Legyen C egy kör G-ben. Ekkor W(E(C)) egy vágás élhalmaza. 


Bizonyítás. Könnyen ellenőrizhető. TT] 


Megjegyzés. A G síkgráf ismeretében G" nem ismert (lásd korábbi példánkat). 
A lemma alapján azonban G" élhalmazában, amely E(G) elemeivel azonosítottan 
adott, a körmentes élhalmazok felismerhetők. Akik emlékeznek a matroid fogal- 
mára, azok egyből észrevehetik, hogy egy G síkgráf éppen a duálisa élhalmazá- 
nak körmentes részhalmazai által alkotott matroidot határozza meg egyértelműen. 
Síkgráfok esetén a duális egyértelműségének hiánya már nem meglepő, hiszen egy 
gráf körmentes élhalmazai (a gróf körmatroidja) nem határozza meg a gráf izomor- 
fiatípusát. Az ezzel kapcsolatos kérdésekbe nem tudunk elmélyedni, de a fentiek 
után egy természetes definíciót megemlítünk. 

10.2.5. Definíció. . A G gráfnak a H gráf Whitney-duálisa, ha létezik olyan 
w: E(G) — E(H) leképezés, amelyre minden G-beli feszítőfa élhalmazának a képe 
egy H-beli feszítőfa élhalmazának komplementere. 


A fentiek alapján G" a G gráf Whitney-duálisa. 


Feladatok 

10.2.6. Igazoljuk, hogy egy 4: E(G) — E(H) bíjekció esetén az előző lemmában 
leírt (i) és (ii) tulajdonságok ekvivalensek. 

10.2.7. Igaz-e, hogy (G")" és G izomorf síkgráfok ekvivalens síkra rajzolásai? 


10.2.8. Bizonyítsuk be, hogy minden 3-szorosan összefüggő G síkgráf esetén G 
tetszőleges síkra rajzolásából eredő duálisok izomorfak. 


10.3. Euler tétele és következményei 


A következő tétel az összefüggő, síkra rajzolt gráfok paraméterei között egy 
nagyon fontos kapcsolatot tár fel. 

A tétel szokásos alakja összefüggő, síkra rajzolt gráfokra vonatkozik. Mi az 
összefüggőséget helyettesítettük egy szokatlan, de vele ekvivalens feltétellel. 


10.3.1. Tétel. (L. Euler) Legyen G egy gömbre rajzolt gráf, amely minden tarto- 
mányának belseje egy pontra összehúzható. Legyen v — [V(G)I, e— IE(G)I, f pedig 
a tartományok száma. Ekkor 

f—-etvz2. 
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Megjegyzés. Mint már említettük, a G-re tett feltevés ekvivalens azzal, hogy G egy 
összefüggő, síkra rajzolt gráf. Feladatként tűztük ki annak az egyszerű állításnak a 
bizonyítását, hogy egy gömbre rajzolt gráf a síkra ís lerajzolható. A síkra rajzolását 
egy sztereografikus projekció segítségével konstruálhatjuk meg. A gömbre rajzolás 
és az ebből nyert síkra rajzolás paraméterei (csúcsok, élek, tartományok száma) 
megegyezik. Hasonlóan konstruálható egy síkra rajzolt G gráf gömbre rajzolása is. 
A gömbre rajzolásra tett topológiai feltétel ekvivalens azzal, hogy G összefüggő: 
Legyen t a gömbre rajzolás egy tartománya. t akkor és csak akkor nem húzható 
össze egy pontra a gömbön, ha létezik benne egy olyan Jordan-görbe, amely által 
meghatározott mindkét tartományban is van t komplementerének pontja. Ekkor 
azonban G nem összefüggő. 


1. Bizonyítás: A síkra rajzolt, összefüggő gráfokra vonatkozó megfogalmazást 
igazoljuk. e-re vonatkozó teljes indukcióval dolgozunk. 

A kiinduló lépés a fák vizsgálata. Ekkor az állítás nyilvánvaló (e — v — 1, és 
f5r1). 

Az indukciós lépéshez legyen G egy síkra rajzolt gráf. Ha G egy fa, akkor 
készen vagyunk. Ha nem, akkor hagyjunk el egy e élt úgy, hogy még mindig 
összefüggő maradjon. Ekkor az indukciós lépés alkalmazható. A G-hez való vissza 
térésnél az e élt visszarakjuk. Ezzel az élek számát 1-gyel növeltük, és az országok 
száma is 1-gyel nőtt. Ebből az állítás adódik. 


2. Bizonyítás: "Technikai bonyodalmak kikerülése miatt feltesszük, hogy G gömbre 
rajzolása speciális: A gömböt a koordinátatérben képzeljük el, és maximális, illetve 
minimális z koordinátájú pontjára mint északi, illetve mint déli sarkra hivatkozunk. 
Feltesszük, hogy az északi és a déli sark a G gráf egy-egy csúcsát reprezentálja, a G 
éleinek megfelelő görbék pedig olyanok, hogy az él képén , végighaladva" a bejárt 
pontok z koordinátája szigorúan monoton módon változik. 

Ezek után minden ország , közepébe" írjunk egy 1-est. Minden csúcsra, kivéve 
az északi és déli sarkot, írjunk egy 1-est, és minden él közepére Írjunk egy —1-est. 
Majd a számokat a gömb északi és déli sarkait összekötő tengely körül forgassuk 
el egy , kicsit". , Igazán kicsi" elforgatás esetén az országok közepére írt számok a 
megfelelő ország közepén maradnak, a csúcsokra. és az élekre írt számok pedig egy 
(a forgatás irányától függő) ország belsejébe kerülnek. 

Kétféleképpen számoljuk össze az összes felírt számot: 

Először számoljuk össze az egy országba került számokat. Az ország kerüle- 
tén lesz egy maximális és egy minimális z koordinátájú csúcs. Ez a két csúcs a 
kerületet két ívre osztja. Pontosan az egyik ív belsejében lévő számok kerülnek az 
ország belsejébe. Ezek a számok, az íven végigmenve, egy váltakozó 1 sorozatot 
alkotnak. Mivel —1-gyel kezdődik és végződik a sorozat, ezért az összege —1 lesz. 
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Az országhoz tartozó 1-es miatt a teljes összeg 0. Így az összes szám összege is 0 
lesz. 

Más módon számolva: f darab országba írtunk 1-est, e darab élre írtunk —1- 
est, v — 2 csúcsra (az összes csúcsra, kivéve a legfelső és a legalsó csúcsra) írtunk 
1-est. Így a teljes összeg f—et(v— 2). 

A kétféle eredménynek azonosnak kell lenni, amiből adódik az állítás. 

3. Bizonyítás: Legyen F a G gráf egy feszítőfája. Ekkor IE(P)I — IV(G)I - 1. 
Másrészt IE(G)I—IE(P)I — IV(G")I—- 1, hiszen az E(G) YE(F) éleknek a duálisban 
egy feszítőfa felel meg. Tehát IE(G)I — IV(G)I 4 IV(GY)I — 2. " 


Megjegyzés. A fenti tétel második megoldása szokatlan, de óriási előnye van. Mó- 
dosítható úgy, hogy tetszőleges kompakt felületre rajzolt gráfra általánosítható 
legyen. Ekkor a tétel azt mondja ki, hogy az f— et v mennyiség független lesz a. 
G gráftól. Értéke a felület egy topológiai invariánsa, 

Ez az általánosítás megmagyarázza, miért is nem összefüggő gráfokra mond- 
tuk ki tételünket. Könnyű meggondolni, hogy a tartományok belsejének összehúz- 
hatósága csak a gömbön lesz ekvivalens az összefüggőséggel. 


A fenti lemma egyszerűen adja a következő állításokat: 


10.3.2. Lemma. 
(1) Tetszőleges G egyszerű síkgráfra IE(G)I £ 31V(G)I — 6; 
(ii) Tetszőleges G egyszerű, páros síkgráfra IE(G)I S 2/V(GYI — 4. 


Megjegyzés. A fenti következmény csak egyenlőtlenségeket ad a gráf paraméterei 
között (szemben Euler tételével). Az előnye az, hogy a felhasznált paraméterek 
G-ből síkra rajzolása nélkül is könnyen kiolvashatók. 


Bizonyítás. Mindkét esetben feltehető, hogy gráfunk összefüggő. Így Euler tételét 
alkalmazhatjuk. 

(1) Vegyük G egy tetszőleges síkra rajzolását. Legyen f; az i-edik ország 
határának élszáma. Ekkor 37, f; — 2]JE(G)I. Másrészt minden JT; legalább 3, hiszen 
G egyszerű. Tehát 3f S 2E(G)I (f az országok száma). Euler tételébő! tudjuk, 
hogy 3 — 3IE(G)I 4 3]V(G)I — 6. Ebből az állítás egyszerűen adódik. 

(ii) Az (1) rész bizonyításának módszerét követjük. A Párosság miatt most 
fi 2 4et állíthatunk. Ebből a fenti gondolatmenet segítségével adódik az állítás. 

nm 

Ebből már egyszerűen következik, hogy néhány gráf biztos nem síkgráf. 


10.3.3. Tétel. A Ks és Kz3 gráfok nem síkgráfok, 
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Bizonyítás. Bármelyikük síkgráfsága ellentmondana az előző lemmának. u 


Lemmánk egy másik fontos következményét már többször basználtuk a sík- 
gráfok színezésének vizsgálata során. 


10.3.4. Következmény. — Minden egyszerű síkgráf tartalmaz legfeljebb ötödfokú 
csúcsot. 


Bizonyítás. 2]IE(GYI/IV(GII a G gráf átlagos fokszáma. Lemmánk szerint egyszerű 
síkgráfok esetén ez szigorúan kisebb mint 6. u 


Feladatok 


10.3.5. Bizonyítsuk be, hogy minden egyszerű, páros síkgráfnak van legfeljebb 3 
fokú csúcsa. 


10.3.6. Bizonyítsuk be, hogy minden összefüggő, egyszerű, síkra rajzolt gráfban 
van egy legfeljebb harmadfokú pont, vagy egy ország, amelyet három él határol. 


10.4. Topologikus részgráfok, minorok 


Korábban már találkoztunk a topologikus részgráf és a minor (legalábbis teljes 
részgráf minorkénti tartalmazása) fogalmával. Most megismételjük az ezzel kap- 
csolatos definíciókat, és rendszerezzük az ezekkel kapcsolatos alaperedményeket. 

Az Euler-tétel következményeként két gráfról kimutattuk, hogy nem síkgrá- 
fok. Ennél többet is mondhatunk. Bármely gráf, amely ezek valamelyikét mint 
részgráfot tartalmazza, nem lehet síkgráf. Tehát ha 27 részgráfja G-nek (ezt a to- 
vábbiakban H C G-ként jelöljük), és H egy T felületre nem rajzolható gráf, akkor 
G sem rajzolható T-re. 

ax x h 

A továbbiakban a fenti gondolatot élesítjük. 


10.4.1. Definíció. G a H gráfnak egy felosztása, ha G izomorf egy olyan gráffal, 
amit H-ból az éleinek tetszőleges, legalább egy élt tartalmazó utakkal való helyet- 
tesítésével kapunk. (A helyettesítő utak belső pontjainak halmazai diszjunktak.) 


Egy ezzel ekvivalens definíciót fogalmazhatunk meg a következő operáció be- 
vezetésének segítségével: 


10.4.2. Definíció. Legyen G egy gráf, és e — xy egy él G-ben. e egy felosztásán 
a következő operációt értjük: G — e-hez hozzáadunk egy ve új pontot, majd ezt 
összekötjük az z és y pontokkal. 
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Ezen operáció fogalmának felhasználásával azt mondhatjuk, hogy egy gráf 
felosztásai az élfelosztás operáció iterációjával nyerhető gráfok. 

Nyilvánvaló, hogy H akkor és csak akkor rajzolható síkra (vagy egy tetszőleges 
felületre), ha egy tetszőleges felosztása síkra (vagy a megfelelő felületre) rajzolható. 

A részgráfokra és a felosztásokra vonatkozó két megjegyzést kombinálhatjuk. 
Ennek megfelelően jutunk el a következő fogalomhoz: 


10.4.3. Definíció. H a G gráf topologikus részgráfja (jelölésben H A G), ha G-nek 
van egy részgráfja, ami H-nak egy felosztásával izomorf. 


Ezt a definíciót is megfogalmazhatjuk egy operáció felhasználásával. A követ- 
kező operáció egy él felosztásának inverze lesz. 


10.4.4. Definíció. Legyen G egy gráf, és x egy 2 fokú csúcsa. Legyen e — zy és 
f - xz az T-re illeszkedő két él. G — z-hez az yz él hozzáadásával nyert gráfot oz 
e és f egybeolvasztásával kapott gráfnak nevezzük. 


Ekkor G-ből csúcsok, élek elhagyásával és a fenti operáció segítségével nyert 
gráfok a G topologikus részgráfjai. 

A fentiekből egyszerűen adódik, hogy ha H A G, és H nem rajzolható egy T 
felületre, akkor G sem rajzolható le T-re. Ennek speciális esete, ha G-nek Ks vagy 
K3.3 topologikus részgráfja, akkor G nem rajzolható síkra. 

Lu) kk x 

További operációt vezethetünk be, ami megőrzi egy gráf felületre nem rajzol- 

hatóságát. 
10.4.5. Definíció. . Legyen G egy gráf, és e — ry egy él. Az e ősszehúzásával 
nyert gráfot G/e-vel jelöljük. Ennek ponthalmaza (V(G) § fz,y)Üve, élhalmaza 
E(GYMek és egy él két végpontja a G-beli végpontjai, kivéve, ha ezek között ott 
volt z vagy y. Ezen végpontok szerepét ve fogja betölteni. 


Könnyen látható, hogy két él egybeolvasztása egy speciális esete ennek az ope- 
rációnak. Másrészt ha G egy felületre rajzolható, akkor belőle egy él összehúzásával 
nyert gráf is lerajzolható lesz az adott felületre. 


10.4.6. Definíció.  H a G gráf minorja (jelölésben H — G), ha H megkapható 
G-ből élek, csúcsok elhagyásával és élek összehúzásával. 


A fenti megjegyzésekből adódik, hogy ha H — G, és H nem rajzolható egy T 
felületre, akkor G sem. 


Megjegyzés. A bevezetett három különböző típusú részstruktúra-fogalom közötti 
viszonyok: 
HCG 5 HIG za H-AG. 
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Könnyű példákat adni, amelyek azt mutatják, hogy a fordított irányú implikációk 
nem igazak. 


he ax hr 
Az eddigi megjegyzéseink összefoglalása a következő lemma: 


10.4.7. Lemma. Legyen T egy felület, és Gr a T felületre le nem rajzolható gráfok 
osztálya. Ekkor Gr felfelé zárt a következő részbenrendezésekre: 
(1) € 
(ü) -, 
(ii) 2. 
Ennek a lemmának következménye a következő, síkra nem rajzolható gráfokra 
vonatkozó állítás. 


10.4.8. Következmény, 

(i) Ha Kz31G, vagy Ks 1 G, akkor G nem síkgráf. 

(ii) Ha Kz3 3 G, vagy Ks 3 G, akkor G nem síkgráf. 
Megjegyzés. A lemma a következő problémát veti fel; Határozzuk meg Gy: 7- 
re vagy X-re vett minimális gráfjait. Könnyen látható, hogy Ka.z és Ks mindkét 
rendezésben minimális gráf. Á következőkben azt látjuk be, hogy más minimális 
gráf nincs is. 


Feladatok 
10.4.9. Egy G gráf minden élére párhuzamosan alkalmazzuk az élfelosztás operá- 
ciót. Legyen G az így kapott gráf. 
(a) Bizonyítsuk be, hogy G nem tartalmaz hurokélt. 
(b) Bizonyítsuk be, hogy G egyszerű gráf. 
10.4.10. (a) Bizonyítsuk be, hogy az alábbi ábrán látható P gráf nem sílgráf. 


P 


(b) Bizonyítsuk be, hogy P-nek K33 egy topologikus részgráfja, de Ks nem to- 
pologikus részgráfja. 
(c) Bizonyítsuk be, hogy P-nek K; minorja. 
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10.4.11. (a) Bizonyítsuk be, hogy ha a G egyszerű gráf nem síkgráf, akkor élgráfja 
sem síkgráf. 
(b) Igaz-e, hogy ha G síkgráf, akkor élgráfja is síkgráf? 


10.5. Nem síkgráfok karakterizációja 


Az előző fejezetben található gondolatok megkoronázása a, következő tétek: 


10.5.1. Tétel. (Kuratowski tétele) G akkor és csak akkor nem síkra rajzolható, 
ha G-nek Ks; vagy K3.3 topologikus részgráfja. 


Bizonyítás. Legyen G egy minimális (a 4, azaz a topologikus részgráf képzésére 
vett), nem síkra rajzolható gráf. Tehát G-ben nincs 2 fokú csúcs, és bármely élt 
elhagyva már síkra rajzolható gráfot kapunk. Azt kell belátnunk, hogy G vagy 
K5-tel, vagy K3,3-mal izomorf. 

A bizonyítást néhány általános megjegyzéssel kezdjük. 

Legyen G egy tetszőleges gráf, és C egy kör G-ben. A G gráf körön kívüli 
részeit a következőképpen írjuk le: A G—V(C) gráf komponenseinek ponthalmazai 
legyenek Vi, V2,...,V4. Legyen E; a legalább egy W-beli pontra csatlakozó élek 
halmaza. Legyen B; — Gip,. A B; gráfokat (C-re vonatkozó) hidaknak nevezzük. 
B; élei és a C kör élei nem adják ki G összes élét. Az eddigiekben pontosan a C 
két pontját összekötő, de nem C-be tartozó éleket nem számoltuk. Ezeket mint 
elfojuló hidakat tekintjük. Legyenek ezek Br, ... Így a gráfot felbontottuk a C 
körre és hidakra. Ez a felbontás G éleinek egy partícióját adja. A hidak C-re eső 
csúcspontjait a hidak lábainak nevezzük. 

Síkra rajzolt gráfok esetén ez a felbontás finomítható: A C kör lényegében 
egyféleképpen rajzolható le a síkra. Ennek síkra rajzolása után beszélhetünk a kör 
belsejéről és külsejéről. Tehát egy síkra. rajzolásnál két osztályba sorolhatjuk a 
hidakat: külsők és belsők. 

Legyen C egy kör, és H1, Ha, . . . , Hi; a C-re vonatkozó hidak. Feltesszük, hogy 
a C körhöz bármelyik hidat is adjuk hozzá, egy síkra rajzolható gráfot kapunk. 
Megvizsgáljuk, hogy mikor lehet a ;;-ket egyszerre a C kör belsejébe rajzolni 
(ami persze ugyanaz, mint egyszerre a C kör külsejébe rajzolni). Ehhez azonban 
szükségünk lesz egy definícióra. 


10.5.2. Definíció. Legyen C egy kör, és I, illetve J két C-re vonatkozó híd. I és 
J keresztezi egymást, ha a következő két lehetőség valamelyike teljesül: 

(I) I-nek vannak i1,iz lábai, J-nek vannak ji, ja lábai, melyeknek a körön 
vett sorrendje í:, j1, í2, j2- 
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(II) I és J lábhalmaza ugyanaz a három csúcsot tartalmazó ponthalmaz. 


10.5.3. Lemma. Legyen C egy kör, és Hi, Ha két C-re vonatkozó híd. Feltesszük, 
hogy a C körhöz bármelyik hidat is adjuk hozzá, egy síkra, rajzolható gráfot kapunk. 
A következők ekvivalensek: 
(i) C és a két híd lerajzolható úgy, hogy mindkét híd belső híd legyen. 
(ii) C és a két híd lerajzolható úgy, hogy mindkét híd külső híd legyen. 
(iii) A két híd nem keresztezi egymást. 
Bizonyítás. Egyszerűen meggondolható. u 
Ez a lemma könnyen kiterjeszthető több híd esetére. 


10.5.4. Lemma. Legyen C egy kör, és Hi, Ha, . . . , Hi C-re vonatkozó hidak. Fel- 
tesszük, hogy a C körhöz bármelyik hidot is adjuk hozzá, egy síkra rajzolható gráfot 
kapunk. A következők ekvivalensek: 
(1) G és az összes híd lerajzolható úgy, hogy az összes híd belső híd legyen. 
(ii) C és az összes híd lerajzolható úgy, hogy az összes híd külső híd legyen. 
(iii) Semelyik két híd sem keresztezi egymást, 


Legyen C egy kör egy G minimális nem síkgráfban. Tegyük fel, hogy a C-re 
vonatkozó hidak ((B;Y-1) száma több mint egy. G minímalitása miatt mindegyik 
hídra teljesül, hogy C-hez adva egy síkgráfot kapunk. Készítsük el a következő 
S segédgráfot: A csúcsok a hidak lesznek. Két hidat összekötünk, ha keresztezik 
egymást. G nem síkgráf, így a lemma alapján S nem lehet páros gráf. Emiatt 
§ tartalmaz páratlan kört. Ezzel eljutottunk , egy bizonyos konfigurációhoz" egy 
minimális nem síkgráfon belül. Célunk, hogy eljussunk egy , tisztább" helyzethez, 
amikor egy minimális nem síkgráf esetén látni fogjuk Ks vagy Ka,3 egy felosztását, 
így következtethetünk arra, hogy a minimális síkgráf Kz,a vagy Ks. Ehhez további 
ötletekre van szükségünk. 

A kiinduló G gráfunk egy minimális nem síkgráf. 


10.5.5. Lemma. G 3-szoroson összefüggő. 


Bizonyítás. a) G nyilván összefüggő. 

b) Tegyük fel, hogy G összefüggő, de nem kétszeresen összefüggő. Ekkor G 
blokkjai G minimalítása miatt síkra rajzolhatóak. Így maga G is az lenne. 

c) Tegyük fel, hogy G kétszeresen összefüggő, de nem 3-szorosan összefüggő. 
Legyen íz,y) egy kételemű elvágó halmaz. Legyen G — (z,yj egy komponensének 
ponthalmaza VI, és legyen V2 — V(G — (z.yp VA. 

c1) Ha xy € E(G), akkor legyen G1 — Glvutewy és G2 — Glvautzaw)- Ezek 
G minimalitása miatt síkra rajzolhatók. Inverzióval a síkra rajzolásokat olyan 
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formába hozhatjuk, hogy az xy él a végtelen tartományok határán legyen. Ekkor 
a két síkra rajzolást összeilleszthetjük G egy síkra rajzolásává. 

c2) Ha xy 8 E(G), akkor álljon a G1 gráf a Glvautaw)y gráfból és az zy élből, 
és hasonlóan G? álljon a Gly,utz,yy gráfból és az ry élből. Könnyen belátható, 
hogy G1 és G; is a A rendezésben határozottan kisebb, mint G, így a feltevésünk 
miatt Gi és G2 is lerajzolható a síkra. Ugyanúgy, mint előbb, a két lerajzolás 
összeilleszthető. Ebből az xy él elhagyásával kapjuk G egy lerajzolását. u 


Mivel G 3-szorosan összefüggő, ezért található G-ben egy e — xy él és egy 
olyan kör, ami átmegy T-en, y-on, de nem tartalmazza az e élt. G — e-t rajzoljuk 
le a síkra. (Ez G minimalitása miatt lehetséges.) A C kört és G — e lerajzolását 
válasszuk úgy, hogy C belseje legyen maximális a benne lévő élek számára. Erre 
a síkra rajzolásra nézve beszélhetünk belső és külső hidakról, e — zry az egyetlen 
híd, amit nem osztályoztunk. 

Ekkor C külsejében nincs csúcs, azaz az összes külső híd elfajuló. Ha ugyanis 
lenne egy v csúcs, akkor v-ből vezetne 3 pontfüggetlen út C-hez. Az utak C-n lévő 
végei közül kettő is ugyanarra az xy Ívre esik. Ezek alapján C-ről áttérhetünk egy 
s nagyobb" körre. Hasonlóan a C külsejében lévő élek mindegyike a két (nyílt) ry 
ívet köti össze. Tehát az összes külső híd keresztezi az ry élt. Megjegyezzük, hogy 
kell is legalább egy külső élnek lenni, mert más esetben ehhez a lerajzoláshoz egy 
Ty él hozzáadható a külső tartományban, és így G egy lerajzolásához jutnánk. 

A belső hidak közül válasszuk ki azokat, amelyek egyik külső híddal sem 
keresztezik egymást. Lemmánk alapján az összes ilyen belső híd az összes külső 
híddal a C kör külsejébe rajzolható. Ezt a módosított síkra rajzolást sem lehet 
az e — xy éllel bővíteni, hiszen G nem síkgráf. Ez csak úgy lehet, hogy van 
egy bent maradt híd: B, amely keresztezi az e élt. Ahhoz, hogy ez a híd ,, bent 
maradjon" , kellett egy f él, külső híd, amelyet B keresztezett. Összefoglalva: a 
kiinduló gráf tartalmaz egy C kört és erre vonatkozó három hidat: e-t (egy él), 
f-et (egy él) és B-t, amelyek közül bármely kettő keresztezi egymást. Ez az az 
s egyszerű konfiguráció" , amelyre szükségünk van. 

A három híd lehetséges viszonyait könnyen felsorolhatjuk. A 10.5.6. ábra a. 
lehetőségeket tartalmazza (az e — ry és f — zt élek helyett csak végpontjaikat 
tüntettük fel). 

Az ábránkon az e és f élek mellett a B híd belsejét sem részleteztük. A B híd lábai 
közül is csak a , számunkra érdekeseket" tüntettük fel. Ez kettő, három vagy négy 
láb. A hiányzó információ ellenére azonban biztosak lehetünk, hogy a B hídnak 
tetszőlegesen kiválasztott két vagy három lábához található B-nek olyan z csúcsa, 
amelyből a kiválasztott lábak pontfüggetlen utakkal összeköthetők. Ha ábránkon 
egy negyedik láb is szerepel, akkor ez összeköthető a másik három lábhoz vezető, 
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10.5.6. ábra 


:-ből induló úttal. A negyedik lábból vezető ,, bekötőút" első csúcsa, amely a három 
pontfüggetlen út valamelyikére esik, lehet z vagy egy -től különböző csúcs. Így a 
korábbi eseteink további alesetekre oszthatók, korábbi ábráink kiegészíthetők. Az 
esetek tárgyalását és a megfelelő ábrák felrajzolását az olvasóra bízzuk. Mindegyik 
esetben könnyen megtalálhatjuk Ks vagy Ks,a egy felosztását. Ekkor viszont G 
, minimalitása miatt nem is lehet más, mint Kz3 vagy Ks. u 


10.5.7. Következmény. A következők ekvivalensek: 
(i) G nem síkra rajzolható, 
(ij) G-nek Ks vagy Kzz topologikus részgráfja, 
(ii) G-nek Ks vagy Kzz minorja. 


Feladatok 


10.5.8." Legyen G egy 4-szeresen összefüggő nem síkgráf. Bizonyítsuk be, hogy G 
tartalmazza Ks-öt minorként. 


10.6. Adott felületre nem rajzolható gráfok karakterizációja 


Gondolhatunk a Kuratowski-tétel más felületekre való általánosítására. Igaz 
a következő tétel: 


10.6.1. Tétel. Tetszőleges T topologikus tér esetén a T-re nem rajzolható gráfok 
halmazának véges sok, a X (minor) részbenrendezésre nézve minimális eleme van. 


Ennek a tételnek a bizonyítása a következő, nagyon mély tételből rögtön adó- 
dik: 
10.6.2. Tétel. — (P. Seymour és N. Robertson tétele) Tetszőleges, végtelen H 
gráfhalmazban van két összehasonlítható elem a X részbenrendezésre. 


A projektív sík esetén a minimális gráfok listáját explicite is meghatározták. 
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Feladatok 
10.6.3. Bizonyítsuk be, hogy K5, sőt K; is lerajzolható a tóruszra, 
10.6.4. Bizonyítsuk be, hogy K3.3 lerajzolható a projektív síkra. 


10.7. Gráfok génusza 


Az eddig vizsgált kérdések általánosíthatók. Több irány lehetséges. Egy nem 
síkgráfról megkérdezhetjük: Mi az a minimális szám, amennyi síkgráf uniójaként 
előállítható? Ha lerajzoljuk a síkra, legalább hány metsző élpár keletkezik? Szin- 
tén megkérdezhetjük: Mely felületekre rajzolható le G? Mi ez utóbbi kérdésről 
említünk meg néhány szót. 

Csak kompakt, irányítható felületekkel foglalkozunk. Ezek szépen leírhatók. 
A topológiából ismert, hogy minden kompakt, irányítható felület megkapható a 
gömbből néhány (esetleg 0) fül ragasztásával. Ismert, hogy a felület topológiája 
csak a fülek számától függ. Különböző fülszám esetén a felületek különbözőek. 
Így egy természetes sorozatba rendeztük az irányítható, kompakt felületeket. Az 
első elem a gömb, a második a tórusz. A felület génusza a fülek száma, azaz 
genusígömb) — 0, és genusítórusz) — 1. 

Legyen egy gráf génusza az a minimális szám, amelyre ilyen génuszú felületre le 
lehet rajzolni. Ebben a pillanatban elképzelhető, hogy valamely G gráf semmilyen 
kompakt, irányítható felületre sem rajzolható le. Mint azonban majd látni fogjuk, 
ez nem lesz igaz. Ezek után megfogalmazhatjuk az optimalizációs problémát. 


10.7.1. Definíció. Egy adott G gráf esetén határozzuk meg azt a minimális 9 
számot, amelyre igaz, hogy G lerajzolható a g génuszú felületre. Ennek a minimális 
számnak az értékét a gráf génuszának nevezzük, és gen(G)-vel jelöljük. 


10.7.2. Lemma. Összefüggő G gráfra gen(G) c JE(G)I — IV(G)I -- 1. 


Bizonyítás. G egy IFJ feszítőfája lerajzolható a síkra. Minden további élt meg- 
valósíthatunk egy fül hozzáadásával. Ehhez az eljáráshoz IE(G)I — IE(PHI - 
-IE(G)I — (IV(G)I — 1) sok fülre van szükségünk. u 
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10.8. Síikgráfok színezése 


Síkgráfok színezése a gráfelmélet első nagy problémái között van. A központi 
kérdés a négyszín-probléma volt. Az eredeti megfogalmazásban térképek színezé- 
séről szólt a probléma. Egy térkép országainak kell színeket adnunk úgy, hogy 
a szomszédos országok különböző színt kapjanak. Ezzel a színezési feladattal a 
térképszínezők nap mint nap találkoznak. 

A térképek felfoghatók mint síkra rajzolt gráfok. Ezt az analógiát már hasz- 
náltuk, amikor az ország elnevezést bevezettük a tartományokra. A síkgráfok 
is felfoghatók mint térképek. Azonban az így nyert térképek közül bizonyosak 
, értelmetlenek" . (A síkra rajzolt gráf egy matematikai fogalom, míg a térkép egy 
hétköznapi fogalom. A fenti megjegyzéssel arra utaltunk, hogy például egy el- 
vágó éllel rendelkező sikgráfot térképként fogva fel az elvágó él egy országon belüli 
határszakaszt jelentene. A határszakasz mindkét oldalán ugyanaz az ország Sze- 
repelne. A térkép mindennapi értelmezését használva ennek nincs értelme, hiszen 
,, valóságos térképen" ilyen nem szerepelhet.) Tehát , hétköznapi térképeket" sík- 
gráfként felfogva síkgráfok egy osztályához jutunk. (Például az így nyert gráfok 
nem tartalmaznak hurokélt, másodfokú csúcsot.) Megtehetnénk, hogy a térkép 
fogalmát pontosítjuk, azaz definiáljuk, mely síkgráfokat tekintjük ntérképből ere- 
dőnek". Ezeket a problémákat nem érintjük. 

Fontos megjegyzés, hogy a tartományok színezésének problémáját a dualizá- 
lás segítségével csúcsszínezési problémává fogalmazhatjuk át. Egy G síkra rajzolt 
gráf tartományainak G" csúcsai felelnek meg. G tartományainak színezése azono- 
sítható G" csúcsainak színezésével. A színezésre tett feltétel, miszerint szomszédos 
tartományoknak különböző színt kel! kapniuk, lefordítható a duális gráfra: a duális 
gráf szomszédos csúcsainak különböző színt kell adnunk, azaz a duális gráfot jól 
kell színeznünk. 

Tehát a térképszínezési probléma , hétköznapi térképekből" származtatható, 
síkra rajzolt gráfok duálisának jó színezését kéri. Ez a duális nem tartalmaz huro- 
kélt. (Azaz egy térképből eredő, síkra rajzolt gráf nem tartalmaz elvágó élt.) 

A. négyszín-probléma abból ered, hogy gyakorló térképszínezők észrevették 
(Francis Guthrie-nak Anglia térképének színezése közben jutott eszébe a kérdés), 
hogy az addigi gyakorlatukban előfordult térképek mindegyike kiszínezhető volt 
négy színnel. Vajon általában igaz, hogy tetszőleges térkép kiszínezhető négy szín- 
nel? Igaz-e, hogy egy térképből eredő, síkra rajzolt gráf duálisának kromatikus 
száma legfeljebb 4? 

A probléma eljutott a matematikusokhoz is. A Guthrie testvérek De Mor- 
ganhoz küldték el a problémát, aki Cayley-nek továbbította. Cayley volt az, aki 
népszerűvé tette. 
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Belátható, hogy a , térképből eredő, síkra rajzolt gráf duálisa"-ként leírt gráf- 
osztály helyett a hurokélt nem tartalmazó, síkra rajzolt gráfok osztályát vízsgálva 
az eredetivel ekvivalens kérdést kapunk: 


Négyszín-probléma. (Francis Guthrie (1852)) Igaz-e, hogy tetszőleges, hurokélt 
nem tartalmazó G síkgráfra x(G) c 4? 


Megjegyzés. Mivel eljutottunk egy színezési kérdéshez, ezért a síkra rajzolás em- 
lítése nélkül, azaz síkgráfokra mondhattuk ki a problémát. 


A gráfok színezéséről szóló fejezetben már láttunk néhány síkgráfok színezé- 
sére vonatkozó eredményt. Kempe gondolata, amely az ötszíntételhez vezetett, a 
négyszín sejtés bizonyításában is jelentős szerepet kapott. 

A probléma megoldásának utolsó lépését (a négyszín-sejtés igazolását) Appel 
és Haken végezte el. Eredményüket 1977-ben közölték. 


10.8.1. Tétel. — (Négyszín-tétel, Appel és Haken (1977)) Tetszőleges, hurokél 
nélküli G síkgráfra x(G) £ 4. 


A bizonyítás Kempe módszerének jelentősen továbbfejlesztett változata. A 
bizonyítás vázlata hasonlít a gráfok színezéséről szóló fejezetben ismertetett, ötszín- 
tétel bizonyításához, de az általánosított átszínezések már olyan komplexek, hogy 
maga a formális bizonyítás nincs is leírva. 

Appel és Haken az eseteket és újraszínezéseket számítógépes módszerrel gene- 
rálták. Így a , s bizonyítás vége" jel nem egy hosszú cikk végén jelenik meg, hanem 
egy számítógép futásának végén , a képernyőn villog". Persze nem szabad azt gon- 
dolnunk, hogy a tételt egy számítógép bizonyította be. A szükséges programok 
írása mögött nagyon nagy matematikai teljesítmény van. Amíg Appel és Haken 
eljutottak addig, hogy a számítást egy gépre bízzák, igen sok problémát kellett 
megoldaniuk. A négyszín-tétel bizonyítása a matematika egyik csúcsteljesítménye. 
A tétel azóta is jelentős figyelmet vonz. N. Robertson, D.P. Sanders, P. Seymour és 
R. Thomas 1997-ben (húsz évvel az eredeti után) újabb bizonyítást adott a négy- 
színtételre. Ez az egyszerűbb bizonyítás alapjaiban az eredeti bizonyítás nyom- 
vonalán halad, jelentős mértékben Kempe ötletére alapozódik és a számítógépek 
gyorsaságát szintén kihasználja. 


Feladatok 


10.8.2. Egy síkgráf tartományai akkor és csak akkor színezhetők ki két színnel úgy, 
hogy a szomszédos országok különböző színt kapjanak, ha minden pont foka páros. 
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10.8.3. Egy konvex poliéder minden csúcsából páros sok él indul ki.  Bizonyít- 
suk be, hogy a poliéder minden olyan sikmetszete, ahol a metszősík nem megy át 
csúcson, egy páros oldalú sokszög. 


10.9. Hadwiger-sejtés 


A négyszín-tétel és a Kuratowski-tétel egy , kombinációja" a következő állítás: 
Ha egy gráf nem 4-színezhető, akkor tartalmaz Ks-öt vagy Ka,3-at minorként. Ezt 
a tételt élesítette Hadwiger, a következő kérdéssel: Igaz-e, hogy ha egy G gráf nem 
4-színezhető, akkor tartalmaz Ks gráfot minorként? A kérdést még általánosabban 
is ki lehet mondani: 


Sejtés: (Hadwiger-sejtés) Legyen G egy hurokél nélküli gráf. Ha x(G) 2 m, akkor 
G minorként tartalmaz m elemű klikket. 


A fentiek alapján ennek m — 5 esete a négyszín-sejtés egy általánosítása. 
Valójában az m — 5 eset ekvivalens a négyszín-sejtéssel. Így Appel és Haken 
eredményével a Hadwiger-sejtés m — 5 esete bizonyított. Az alábbiakban ezt 
igazoljuk. 


10.9.1. Tétel. (Wagner, Appel és Haken tétele) Legyen G egy hurokél nélküli gráf. 
Ha x(G) 2 5, akkor G minorként tartalmaz 5 elemű klikket. 


Bizonyítás. Indirekt módon bizonyítunk. Tegyük fel, hogy a tétel állítása nem 
igaz. Legyen G egy; ,a minorként való tartalmazásra? , mint részbenrendezésre 
nézve minimális ellenpélda. Tehát x(G) 2 5, G-nek nem minorja Ks, továbbá G 
összes minorja már 4-színezhető. 

A négyszín-tételt felhasználva x(G) 2 5 miatt G nem síkgráf. A Kuratowski- 
tétel alapján G tartalmaz Ks vagy Kaa részgráfot minorként. A 10.5.8. feladat 
ennél többet is állít. Ha a G gráf 4-szeresen összefüggő, akkor G-nek biztosan 
minorja Ks5. Így feltehető, hogy G nem 4-szeresen összefüggő. 

Legyen §S egy elvágó halmaz, amelyre [S] S 3. Legyenek 01, O2...-:Cs a 
G —S gráf komponensei. Minden 1 S í £ s esetén legyen D; az SUV(C;) halmaz 
által feszített részgráf. 

Vizsgáljuk a Gls gráfot. (Ez egy legfeljebb 3 pontú gráf.) Esetek vizsgálatával 
könnyen belátható, hogy Gis-ben található egy K klikk és egy F független halmaz, 
amelyre KUF—SésIKn FI - 1 teljesül. Gls az összes D; gráf részgráfja. 

Legyen íg egy tetszőleges eleme az (1, 2, . . . , s) halmaznak. Könnyen adódik, 
hogy a G gráf D;, részgráfjának pontjai és élei közül néhány elhagyható, illetve nem 
§-en belüli élek közül néhány összehúzható, hogy az így kapott gráfban F csúcsai 
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egy ponttá váljanak, és K csúcsai különböző pontok maradjanak. Így G egy valódi 
minorjához jutunk, ami feltevésünk szerint 4-színezhető. Ez a 4-színezés a minor 
csúcsaihoz rendel színeket. G eredeti csúcsai természetes módon leképezhetők a 
minor csúcsaira, és így a minor színezése visszavetíthető G csúcsainak színezésére. 
Ez a színezés általában nem lesz jó színezés. Esetünkben azonban könnyen belát- 
ható, hogy a D, (1 Si £ s, i £ íg) részgráfok jól lesznek színezve, és színezésükben 
F pontjai azonos színeket kapnak. Mivel íg tetszőleges lehet, ezért kapjuk, hogy 
minden í — 1,2,...,s esetén a D; gráfoknak van olyan 4-színezésük, amelyekre 
teljesül, hogy az F-beli csúcsok azonos színt kapnak. Ezek a színezések könnyen 
összerakhatók G egy jó 4-színezésévé, ami ellentmond a x(G) 2 5 feltevésnek. 

Az ellentmondás a tételt igazolja. u 


Megjegyzés. A fenti tétel rövid bizonyítása egy kicsit csalóka. Ennek a rövidségnek 
több oka is van. Az egyik, hogy felhasználtuk a 10.5.8. feladatot, ami egy nem egy- 
szerű állítást fogalmaz meg. Természetesen a négyszín-tételre történő hivatkozás is 
oka a rövidségnek. 





A tétel bizonyítói között szereplő K. Wagner 1937-ben igazolta, hogy a 
négyszín-sejtés és a Hadwiger-sejtés m — 5 esete ekvivalens. Az ezek után hiányzó 
részt Appel és Haken bizonyította majd 40 évvel később. 

A Hadwiger-sejtés m növelésével nehezedik: Ha egy m értékre igazoljuk az 
állítást, akkor m!" c m esetére is adódik a sejtés. Ennek igazolása könnyen elvé- 
gezhető: Ehhez legyen G egy olyan gráf, amelyre x(G) 2 m. Egészítsük ki ezt 
a gráfot m— m! új csúccsal, amelyeket kössünk össze minden csúccsal. A kapott 
H gráf kromatikus száma legalább m lesz. Így az m értékre vonatkozó állítás igaz 
voltából következik, hogy H tartalmaz minorként m pontú klikket. Ez csak úgy 
lehetséges, ha G-nek minorja az m" pontú teljes gráf. 

Tehát a Hadwiger-sejtés m — 6 esete a négyszín-tétel egy ekvivalensének 
általánosítása. Ez könnyen elriaszthatja a próbálkozó matematikusokat. Ennek 
ellenére N. Robertson, P. Seymour és R. Thomas 1993-ban a négyszín-tételt alkal- 
mazva bebizonyították a sejtés m — 6 esetét. Bizonyításuk több mint 80 oldalas, 
ami mutatja a négyszín-tételen túli nehézségeket. 


11. Perfekt gráfok 


Perfekt gráfok s Példák e Perfektgráf-tétel s Összehasonlítási-gráfok a Inter- 
vallumgráfok s Pontpakolási politáp e Univerzális gráfok 


11.1. Alapfogalmak, példák 


A továbbiakban azokat a gráfokat vizsgáljuk, amelyek a színezésekkelj szemben 
a következő értelemben , szépen" viselkednek: nem k-színezhetőségük bebizonyít- 
ható egy k --1 pontú teljes részgráf megadásával. 
11.1.1. Definíció. Egy G egyszerű gráfot szépnek nevezünk, ha w(G) — xíG). A 
nszépség" tulajdonságot (5)-sel jelöljük. 

Kiderült, hogy a szép gráfoknál sokkal érdekesebb gráfosztályt kapunk, ha azt 
ís megköveteljük, hogy a szépség feszített részgráfokra is teljesüljön. 
11.1.2. Definíció. Egy G egyszerű gráfot perfektnek nevezünk, ha minden feszített 
G" részgráfjára (speciálisan G-re magára is) w(G") — x(G"). 

Néhány példa: 
11.1.3. Példa. Az üres gráfok perfektek. 
11.1.4. Példa. A teljes gráfok perfektek. 
11.1.5. Példa. A páros gráfok perfektek. Ha ugyanis egy G páros gráf nem üres, 
akkor x(G) — w(G) — 2. Így a páros gráfok szépek. Mivel páros gráfok feszített 
részgráfjai is párosak, ezért az állítás adódik. 
11.1.6. Példa. Páros gráfok komplementerei perfektek. Egy páros gráf komp- 
lementerének egy feszített részgráfja is egy páros gráf komplementere. Így elég 


belátni, hogy páros gráfok komplementerei szépek. Legyen G egy páros gráf komp- 
lementere (G páros). Ekkor w(G) egy maximális független halmaz, azaz minimális 
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lefogó halmaz komplementerének számossága G-ben, így w(G) — IV(G)I — 7(G). 
Másrészt G egy jó színezése G ponthalmazának lefedése G-beli teljes részgráfok 
ponthalmazaival. Mivel G egy páros gráf, ezért ezek a teljes részgráfok vagy élek, 
vagy pontok. Ez alapján könnyen meggondolható, hogy X(G) — IV(GYI — (d). 
Így a szépség ekvivalens Kőnig tételével. 

11.1.7. Példa. Caxxi nem perfekt, ha k 5 1. Ekkor ugyanis w(OC2k41) — 2, míg 
x(Cokr1) — 3. Coka1 tetszőleges feszített valódi részgráfja páros gráf, azaz szép. 
11.1.8. Példa. C2k41i mem perfekt, hak 5 1. Cora tetszőleges feszített valódi 
részgráfja egy páros gráf komplementere, azaz szép. 


Feladatok 
11.1.9. Legyen G a következő egyszerű gráf: V(G) — (1,2,...,n), és az í,j csú- 
csok össze vannak kötve, ha í és j relatív prímek. 
(a) Bizonyítsuk be, hogy x(G) — w(G). 
(b) Bizonyítsuk be, hogy G-nek létezik olyan G" feszített részgráfja, amelyre 
X(G") £ w(G"). 


11.2. Perfekt gráfok karakterizációja 


A páros gráfokat kizárt részgráfokkal jellemeztük. A síkgráfokat kizárt topo- 
logikus gráfokkal jellemeztük. A természetes tétel a perfekt gráfokat kizárt feszített 
részgráfokkal jellemzi. Az összes gráf a , feszített részgráfság" relációra nézve egy 
részbenrendezett halmazt alkot. A nem perfekt gráfok ennek a rendezett halmaz- 
nak egy felfelé zárt részhalmazát alkotják. Így halmazunkat jellemzi a minimális 
nem perfekt gráfok listája: T. A perfekt gráfok éppen azok a gráfok, amelyek nem 
tartalmaznak 7-beli feszített részgráfot. 

11.2.1. Kérdés. Adjuk meg a 7 lista elemeinek felsorolását. 


Ennek a problémának van egy konkrétabb változata. Ez azt mondja ki, hogy 
a T lista csak azokat a gráfokat tartalmazza, amelyeket eddig megtaláltunk. 
11.2.2. Kérdés. Igaz-e, hogy T — (Cor41, C2kr1:k 228? 

Berge 1960-ban feltett kérdése sokáig a gráfelmélet egy központi sejtése volt. 
Az erős perfekt gráf sejtésként nevezett sejtés megoldását 2002-ben jelentette be 
Chudnovsky, Robertson, Seymour és Thomas. 

A megoldás körülbelül 150 oldal hosszú és technikailag nehéz annak ellenére, 
hogy több korábbi, a sejtés megoldása irányába komoly lépést tévő munkára épül. 
Így ennek akár csak vázlatos ismertetése messze meghaladja jegyzetünk kereteit. 
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Az erős perfekt gráf sejtés igaz voltának egy érdekes következménye: G akkor 
és csak akkor perfekt, ha G perfekt. Ez a következmény könnyebbnek bizonyult 
az eredeti sejtésnél. Ez a tény is sokáig sejtésként (gyenge perfekt gráf sejtés) élt 
a gráfelméletet kutatók közt. Lovász László igazolta a ma (gyenge) perfektgráf- 
tételnek nevezett állítást. Ennek bizonyítását a következő fejezetben ismertetjük. 


11.3. Perfektgráf-tétel 


A perfektgráf-tétel bizonyításához először definiálunk két, a szépséghez közeli 
fogalmat. 


11.3.1. Definíció. Legyen (5) egy G egyszerű gráf következő tulajdonsága: G-ben 
létezik egy független halmaz, amely minden maximális elemszámú teljes részgráf 
ponthalmazát metszi, 

Legyen (5) egy G egyszerű gráf következő tulajdonsága: Tetszőleges z € 
V(G) pontra igaz, hogy van r-et tartalmazó független halmaz, amely minden ma- 
ximális pontszámú teljes részgráf ponthalmazát metszi. 


A következő lemma azt állítja, hogy a perfektség definíciójánál ezekre a mó- 
dosított szépségdefiníciókra is alapozhattunk volna. 


11.3.2. Lemma. A következők ekvivalensek: 
(1) A G gráf összes feszített részgráfja rendelkezik az (5) tulajdonsággal 
(azaz G perfekt). 
(ii) A G gráf összes feszített részgráfja rendelkezik az (9) tulajdonsággal. 

(ii) A G gráf összes feszített részgráfja rendelkezik az (S) tulajdonsággal, 
Bizonyítás. (1)—(ii) (iii): 

Belátjuk az (5) — (5) — (5) implikációkat. Ezekből következik az állítás. 
Csak az első implikáció okoz problémát. Tegyük fel, hogy G rendelkezik az (S) 
tulajdonsággal (G szép, azaz x(G) — w(G)). Ekkor színezzük ki G-t X(G) színnel. 
Legyen A a színezés azon színosztálya, amely tartalmazza az (59-ban szereplő z 
csúcsot. A nyilván egy független ponthalmaz, Könnyen látható, hogy w(G) — x(G) 
miatt minden w(G) pontszámú teljes részgráf Ponthalmaza az optimális színezés 
összes színhalmazát metszi. Speciálisan tetszőleges w(G) pontszámú teljes részgráf 
tartalmaz A-beli pontot. Azaz G-re teljesül (5). 

(iii) (i) Tegyük fel, hogy G és feszített részgráfjai rendelkeznek a (5) tu- 
lajdonsággal. Legyen A: egy megfelelő független halmaz. Ekkor w(G — Ai) — 
— w(G) — 1. G — A1-re alkalmazhatjuk a feltevést, és egy Az független halmazhoz 
jutunk. Ezt iterálva G csúcsait w(G) sok független halmazba Partícionáljuk. Tehát 
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w(G) 2 x(G), azaz w(G) — x(G), azaz G szép. Hasonlóan bizonyítható, hogy G 
tetszőleges feszített része szép, azaz G perfekt. u 


A következő lemma kimondásához szükségünk van egy operáció definíciójára. 


11.3.3. Definíció. Legyen G egy tetszőleges gráf, és H, (v € V(G)) további grá- 
foknak egy halmaza, azaz G minden csúcsához hozzárendeltünk egy H, gráfot. G 
csúcsainak a Hy gráfokká való felfújásával nyert gráfot G(Hu : v € V(G)YI-vel 
jelöljük. Ennek csúcshalmaza ÜveviGyV (H,) lesz. Az élek halmazát a következő- 
képpen írhatjuk le: Egy V(H,) halmazon belüli két pontot akkor és csak akkor 
kötünk össze, ha H,-ben össze vannak kötve (azaz V(H,)-re H, egy példányát 
rakjuk). Két különböző, V(Hu) és V(H,) halmaz között nem húzunk be élt, ha 
uv d E(G), uv € E(G) esetén pedig az összes Ty élt (z e V(Hu), és y E V(H.)) 
behúzzuk. 


Megjegyzés. A fenti formális definíciót jól illusztrálja a 11.3.4. ábra. 





11.3.4. ábra 


11.3.5. Lemma, HadG és a H, (v e V(G)) gráfok perfektek, akkor GÚH.:vE 
V(GYY is perfekt. 


Bizonyítás. A pontok , felfújását" egyenként is elvégezhetjük, azaz feltehető, hogy 
csak az egyik H, gráf nem 1 csúcsú. Tegyük fel, hogy csak az u csúcsot fújjuk 
fela H gráffá. A kapott gráfot G[H]-val jelöljük. Az előző Jlemma alapján azt 
kell igazolnunk, hogy G(H)] feszített részgráfjai rendelkeznek az (5) tulajdonsággal. 
GÍH)] egy feszített részgráfja vagy G egy F feszített részgráfja, vagy egy ilyen F egy 
pontjának H egy feszített részgráfjává felfújt gráf, ezért elég G(H]-ra belátnunk, 
hogy rendelkezik az (5) tulajdonsággal. G perfekt, így (9) alapján tudjuk, hogy 
G-ben van megfelelő független halmaz, amely tartalmazza u-t (a felfújt pontot), 
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legyen ez A. H is perfekt, így létezik (5)-ot kielégítő független halmaz: B. G[H]- 
ban A ) (u) és B elemei együtt egy független halmazt adnak, erről egyszerűen 
belátható, hogy kielégíti a tőle elvártakat. TT 


Ezek után hozzákezdünk a perfektgráf-tétel bizonyításához. 
11.3.6. Tétel. (Lovász László tétele) G akkor és csak akkor perfekt, ha G perfekt. 


Bizonyítás. Elég igazolni, hogy ha G perfekt, akkor G is az. Ehhez azt kell igazolni, 
hogy G-re és tetszőleges feszített részgráfjára található olyan független halmaz, 
amely minden maximális pontszámú teljes részgráf ponthalmazát metszi. Mivel G 
feszített részgráfjai is egy perfekt gráf komplementerei, ezért elég G-re belátni a 
megfelelő független halmaz létezését. Ezt az állítást , lefordíthatjuk" a G gráfra: G- 
ben létezik olyan teljes részgráf, amelynek ponthalmaza minden maximális (a(G)) 
elemszámú független halmazt metsz. 

Legyen F a következő mátrix: Sorai G a(G) elemszámú független halmazai- 
nak felelnek meg, míg oszlopai G pontjainak. Egy A C V(G)-nek megfelelő sor és 
egy z € V(G)-nek megfelelő oszlop metszetében 1 áll, ha z € A, különben 0. Tehát 
tetszőleges sor a(G) darab 1-est tartalmaz. Ha G-ben a darab a(G) elemszámú 
független halmaz van, akkor az F mátrix aa(G) darab 1-est tartalmaz. Legyen me 
az c csúcsnak megfelelő oszlopban lévő egyesek száma. 

Legyen T egy teljes részgráf pontjainak halmaza. Legyen 7r az F mátrix 
T elemeinek megfelelő oszlopai által alkotott részmátrix. Ekkor könnyen meggon- 
dolható, hogy 7r tetszőleges sorában legfeljebb egy darab 1-es szerepelhet. A 
bizonyítandó éppen az, hogy van olyan T, amely esetén minden sor tartalmaz 1- 
est. Másképpen kifejezve: az 7r mátrixban szereplő 1-esek száma a, vagy ami 
ugyanaz, legalább a. Azaz azt kell igazolnunk, hogy alkalmas teljes részgráf T 
ponthalmazára 5 .er Mz 2 a. Az állítás ezen átfogalmazását igazoljuk. 

Legyen G az a gráf, amit úgy kapunk, hogy G minden z csúcsát felfújjuk egy 
ma pontszámú teljes gráffá. G pontjainak száma az F mátrixban szereplő 1-esek 
száma, azaz aa(G). Tudjuk, hogy a G gráf perfekt, így w(G) — x(G). G egy ma- 
ximális elemszámú teljes részgráfja G egy teljes részgráfjának teljes gráffá felfújt 
pontjaiból áll. Legyen T olyan pontok halmaza, amelyek felfújásával kapunk egy 
w(G) pontú teljes részgráfot G-ban. Ekkor w(G) — Ever ma: Másrészt G füg- 
getlen halmazai nem tartalmazhatnak a(G)-nél több pontot. Így Ő színezéseiben 
a színosztályok legfeljebb a(G) elemszámúak. Tehát x(G) 2 at ján; kere zű. 
Ebből kapjuk, hogy 32ver Mz 2 a. " 
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11.4. Gráfosztályok, amelyek tagjai perfektek 


A továbbiakban olyan gráfosztályokat ismertetünk, amelyek a perfekt gráfok 
részhalmazát alkotják. Többször hivatkozni fogunk a perfektgráf-tételre, habár ez 
kikerülhető lenne. A , perfektgráf-tételtől mentes" tárgyalást feladatként tűzzük 
ki. 


11.4.1. Definíció. Legyen P — (P, £) egy részbenrendezett halmaz. CG(P) a P 
részbenrendezett halmaz összehasonlítási gráfja. Ez egy egyszerű gráf a részben- 
rendezett halmaz P alaphalmazán. P két különböző eleme, x és y akkor és csak 
akkor van összekötve, ha összehasonlíthatók. 


Az összehasonlítási gráfok perfektségének bizonyításához szükségünk lesz né- 
hány fogalomra a részbenrendezett halmazok elméletéből. 
11.4.2. Definíció. Legyen P — (P, £) részbenrendezett halmaz. 


A HC P halmaz lánc, ha H elemei páronként összehasonlíthatók. 
A HC P halmaz antílánc, ha H elemei páronként összehasonlíthatatlanok. 





11.4.3. Lemma. Egy részbenrendezett halmaz összehasonlítási gráfja perfekt. 


Bizonyítás. Elég belátni, hogy az összehasonlítási gráfok szépek. 

Minden z esetén legyen c(íz) az r-et maximális elemként tartalmazó láncok 
maximális mérete. c egy jó színezése az összehasonlítási gráfnak. A felhasznált 
színek száma a részbenrendezett halmaz legnagyobb elemszámú láncának mérete. 
Ez pedig az összehasonlítási gráf legnagyobb teljes részgráfjának mérete. u 


A perfektgráf-tétel alkalmazásaként egy fontos tételhez jutunk. 


11.4.4. Következmény. — (Dilworth tétele) Tetszőleges részbenrendezett halmaz 
elemei lefedhetők annyi lánccal, amekkora a legnagyobb antilánc mérete. 


Bizonyítás. A részbenrendezett halmaz összehasonlítási gráfja perfekt, így komple- 
mentere is perfekt. Ezt a részbenrendezett halmazok nyelvére átfogalmazva kapjuk 
az állítást. " 


ak kk x 
11.4.5. Definíció. Legyen Z egy e egyenes intervallumainak egy véges halmaza. 
Definiáljuk a következő egyszerű gráfot: A gráf csúcsai az intervallumok. Két csúcs 
(intervallum) össze van kötve, ha van közös pontjuk. Azokat a gráfokat, amelyeket 
így megkaphatunk, intervallumgráfoknak nevezzük. 


11.4.6. Lemma. Az intervallumgráfok perfektek. 


11. Perfekt gráfok 275 


Bizonyítás. Egy intervallumgráf egy bizonyos össszehasonlítási gráf komplemen- 
tere. TT 


Megjegyzés. A fenti lemmának egy érdekes értelmezését is adhatjuk. Ehhez a G in- 
tervallumgráfnak a következő szemléletes jelentést tulajdonítjuk: Áz alapegyenest 
időegyenesnek fogjuk fel. Az intervallumgráf csúcsait reprezentáló intervallumo- 
kat gondoljuk elvégzendő munkák kiadási és beadási időpontjai által meghatáro- 
zott időintervallumoknak. Egy munkához tartozó időintervallum pontjai esetén azt 
mondjuk, hogy ez a munka aktív. A munkákat embereknek kell kiosztanunk, azzal 
a feltétellel, hogy egy ember egyszerre csak egy munkán dolgozhat (egy munkán 
dolgozó ember számára a szükséges munka ki is tölti a megfelelő időintervallumot). 


Minden időpillanatra meghatározhatjuk az akkor aktív munkákat. Az így 
kapott számok közül a maximális érték w(G). (Miért?) 

G kiszínezése a munkák egy csoportosítása úgy, hogy az egy csoportba eső 
munkák egy ember számára elvégezhetők. G kromatikus száma az a minimális 
szám, ahány emberrel az összes munka elvégezhető. 

Tehát a lemma alapján a munkák egy halmaza akkor és csak akkor oldható 
meg k emberrel, ha nincs olyan időpillanat, amikor k -- 1 aktív munka is van. 


Feladatok 

11.4.7. Bizonyítsuk be Dilworth tételét a perfektgráf-tétel felhasználása nélkül. 
11.4.8. Bizonyítsuk be a perfektgráf-tétel segítsége nélkül, hogy tetszőleges inter- 
vallumgráf perfekt. 


11.4.9. (i) Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges páros gráf élgráfja perfekt. 
(új) Mi következik ebből, ha alkalmazzuk a perfektgráf-tételt? 


11.4.10. Definíció. Legyen T egy fa, és (T;:1 Ci Sk) a T fa összefüggő rész- 
gráfjainak egy halmaza. Legyen G a következő gráf: G pontjai a T; részgráfoknak 
felelnek meg, és két pont össze van kötve, ha a két részgráfnak van közös pontja. 
Azokat a G gráfokat, amelyek így előállnak, fametszet gráfoknak nevezzük. 


11.4.11. Bizonyítsuk be, hogy minden fametszet gráf reprezentálható egy T fával 
és ennek 7; részfáival úgy, hogy az egyik T; gráfnak egy pontja legyen. 
11.4.12. Bizonyítsuk be, hogy ha G fametszet gráf, akkor G minden háromnál 
hosszabb körében van a körön nem szomszédos két olyan pont, amelyek össze van- 
nak kötve. (Az ilyen összekötő élt húrnak nevezzük.) 
11.4.13. Bizonyítsuk be, hogy egy G gráfra a következők ekvivalensek: 

(a) G fametszet gráf, 

(b) G minden háromnál hosszabb körében van húr, 


276 11.5. Független ponthalmazok, pontpakolási politóp 


(c) G minden feszített részgráfjában tetszőleges minimális elvágó halmaza 
teljes gráfot feszít. 
11.4.14. Bizonyítsuk be, hogy a fametszet gráfok perfektek. 
11.4.15. Bizonyítsuk be, hogy a fametszet gráfok komplementerei perfektek. 
11.4.16. Bizonyítsuk be, hogy az alábbi ábrán látható gráf nem intervalluragráf. 


11.5. Független ponthalmazok, pontpakolási politóp 


Bevezettük a G gráf pontpakolási politópját. Sajnos ezen politóp lapjainak 
hatékony felsorolása nem ismert. Speciális gráfosztályok esetén azonban a VP(G) 
politóp leírható. Láttuk, hogy páros gráfok esetén V P(G) — VB(G), ahol a VP(G) 
politóp a lapjainak felsorolásával adott. (Ez az egyenlőség jellemzi is a páros grá- 
fokat.) A továbbiakban a perfekt gráfok osztályára adjuk meg a V.P(G) politóp 
lapjainak leírását. 

Általában a VP(G) politóp lapjait definiáló egyenlőtlenségekhez újabbakat 
kell hozzásdnunk, hogy VP(G)-t megkapjuk. Először egy természetes egyenlőt- 
lenséghalmazt adunk meg, amelyet V P(G) pontjai teljesítenek: ha K egy klikk 
ponthalmaza G-ben, akkor az z € VP(G) vektorok teljesítik a PvexTv £ 1 
egyenlőtlenséget. Ezek után természetes a következő definíció bevezetése: 


11.5.1. Definíció. Legyen 
— (z € Rf [minden K klikk esetén Vvex Tv 51). 


11.5.2. Definíció. Legyen á(G) — max(1 - z : z c VP(G)). 
Megjegyzés. Az §(G)-t definiáló lineáris programozási feladatot dualizálhatjuk. 
Minden teljes részgráf K ponthalmazára van egy yx változónk. A feltételek: 
20, 
B; yx21 —— minden v € V(G) esetén. 
Köv 
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A célfüggvény: 
Vuk ha min. 
K 


A dualitás elve alapján ez az optimalizálási feladat £(G) egy újabb definícióját 
adja. 
11.5.3. Lemma. Tetszőleges G gráfra 

a) VP(G) 2V.R(G), 

b) a(G) 2 a(G). 

A Cs gráf mutatja, hogy a VP(G) definíciójához eddig hozzávett egyenlőt- 
lenségek sem elegendőek: a fenti lemmában szigorú egyenlőtlenségek is lehetnek. 
Azonban megvizsgálhatjuk, hogyan jellemezhetjük azokat a gráfokat, amelyekre a 
fenti lemmában egyenlőtlenség van. Célunk annak kimutatása, hogy perfekt gráfok 
esetén V P(G) — VP(G), sőt, ez a gráftulajdonság karakterizálja a perfekt gráfokat. 

kk kk x 

Először megemlítünk egy A. C. Shannontól eredő szükséges feltételt arra, hogy 
a(G) — a(G) legyen. 

11.5.4. Definíció. Egy G gráfot jónak nevezünk, ha G ponthalmaza lefedhető 
a(G) darab teljes gráffal. Ezt a tulajdonságot a továbbiakban (J)-vel jelöljük. A 
jóság egy ekvivalens megfogalmazása: 


x(G) — w(G). 

Megjegyzés. Tehát G akkor és csak akkor jó, ha komplementere szép. 
11.5.5. Lemma. Ha G jó, akkor a(G) — €(G). 
Bizonyítás. Ha G jó, akkor pontjai lefedhetők a(G) darab teljes részgráf pont- 
halmazával, amelyeket jelöljünk XK;-vel (i — 1,2,...,a(G)). A Dvex.T 51 
egyenlőtlenségek összege TveV(ő) xy S a(G). Így kapjuk, hogy 6(G) £ a(G). Ez 
az állítást igazolja. u 
Megjegyzés. A lemma feltétele nem szükségszerű. Legyen G a következő gráf: 
V(G) - AUBÚGC, ahol JAJ — 1B] — JCI — 5. Gl4 és Glg egy-egy 5 hosszú kör, C 
összes pontja össze van kötve AU B összes pontjával, és a fentiek a gráf összes élét 
megadják (11.5.6. ábra). 
Ekkor x(G) — 6 és w(G) — 5 könnyen ellenőrizhető, így G nem jó. 

G-ben ötven háromszög van. Mindegyik pontot tíz háromszög tartalmazza. 
Így az ötven háromszögre felírva a megfelelő, V P(G)-beli egyenlőtlenségeket és 


ezeket összeadva a. 
10 37 2550 
vVEV(G) 
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11.5.6. ábra 


egyenlőtlenséget kapjuk. Ebből adódik, hogy €(G) £ 5. Mivel a(G) 2 5, ezért 
a(G) — a(G) —5. 

Habár a lemma megfordítása nem igaz, a másik irányban a jóságfogalom egy 
módosítását állíthatjuk. 


11.5.7. Definíció. Egy egyszerű G gráf rendelkezik a (J) tulajdonsággal, ha 
G-ben van olyan teljes részgráf, amelynek ponthalmaza az összes ar(G) elemszámú 
független ponthalmazt metszi. 

A következő lemma azt mutatja, hogy az £(G) — a(G) egyenlőségből már 
következik a (J) tulajdonság. 
11.5.8. Lemma. Ha ő(G) — a(G), akkor (J) teljesül. 
Bizonyítás. A lemma feltételei mellett valamely teljes részgráf K ponthalmazára 


(xa : A maximális független halmaz) CVP(G)n (x:1:z— a(G)) 
-VP(G)Yníz:1-2—6(G)) 
cS(íz:xx:Te1k 


A második tartalmazás onnan adódik, hogy VB(G) minden lapját tartalmazza va- 
lamelyik definiáló egyenlőtlenség által leírt lap. A fenti tartalmazás kombinatorikai 
értelmezése adja a lemma állítását. u 


11.5.9. Következmény. A következők ekvivalensek: 

(i) G perfekt. 

(ii) G minden feszített részgráfja rendelkezik a (J) tulajdonsággal. 
(iii) G minden feszített részgráfja rendelkezik a (J) tulajdonsággal. 
(iv) G minden G" feszített részgráfjára a(G") — a(G"). 

Bizonyítás. (i)6o(ii)so(iúi) a 11.3.2. lemma alapján adódik, A (ii-—e(ivje(iü) 
implikációk az előző két lemmából adódnak. a 
k x x 

Az a(G) és €(G) paramétereknek könnyen bevezethető a súlyozott változata: 
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11.5.10. Definíció. Legyen w:V(G) — R3g egy súlyfüggvény a G gráf csúcshal- 
mazán. H C V(G) esetén legyen w(H) — nen w(h). 


a(G, w) — maxíw(A) : A független halmaz), 
A(G,w) — mexlw-z: ze VP(G. 


Ha a w súlyfüggvény egész értékü (w : V(G) — N), akkor a súlyozott para- 
méterek könnyen megfeleltethetők a G(Eww) : v € V(G)) gráf súlyozatlan para- 
métereinek. (G(Eww) : v € V(GYH a G gráf minden v csúcsának wív) elemszámú 


üres gráffá történő felfújásával nyert gráf.) 


11.5.11. Lemma. 

(a) atGw) — a(G (Eu : ve VIG): 

(b) (Gw) — A(G Eu : ve V(GYD- 
Bizonyítás. (a) G(Euww) : v € V(GYH tetszőleges nem bővíthető független hal- 
maza előáll teljes E.(v) részhalmazok uniójaként. Ebből az állítás nyilvánvaló. 

(b) Egy ze Re Bey véV(0ID) vektort úgy képzelünk el, mintha egy nem- 
negatív számot írtunk volna a GE) : v € V(G)J) gráf minden csúcsa mellé. 
Egy v € V(G) csúcs esetén X4 legyen az Eu) részgráf csúcsai mellé írt számok 
maximuma. 

Az x vektort módosítsuk úgy, hogy minden Ev) részgráf esetén az ennek 
csúcsaihoz írt számokat helyettesítsük a köztük előforduló maximális számmal ( X..- 
vel). Legyen r/ az így kapott vektor. 

Könnyű igszolni, hogy z € VEG Evt :v E V(G)J]) akkor és csak akkor, 
ha z € VPIGKEww : v € V(G)]), ami akkor és csak akkor teljesül, ha az 
(XvIvev(G) € RZ vektor VP(G eleme. 

Ezekből az egyszerű megállapításokból könnyen adódik a (b) rész. "u 
11.5.12. Következmény. A következők ekvivalensek: 

(i) G gerfekt, 

(ii) tetszőleges w E NY vektor esetén ü(G, w) — a(G, w). 

Bizonyítás. (iJ-(ii): Legyen w € NYC) tetszőleges egész vektor. Ha G perfekt, 
akkor G(Ewt :v € V(GYY — G(K ev) : v € VEGYI is perfekt (11.3.5. lemma). 
Így az előző következmény alapján kapjuk, hogy a(lG( Eu) : v € V(GYY]) — 
- a(G(Euw) : v € V(G)))). Azaz az előző lemma alapján a(G, w) — 8(G, w). 

(ii) (i): A (ii) feltételt c € (0, 1)(?? vektorokra alkalmazva kapjuk, hogy G 
tetszőleges G" feszített részgráfjára a(G") — €(G"). Ez pedig ekvivalens G perfekt- 
ségével. n 
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11.5.13. Következmény. — Ha G perfekt, akkor tetszőleges c € NY! egetén 
maxícxz: x€ VP(G)) egész szám. 
k xk kk 
Ezek után karakterizáljuk azokat a gráfokat, amelyekre V P(G) - VP(G). 
Először egy általános lemmát bizonyítunk. 


11.5.14. Lemma. Legyen P C TR" egy politóp (véges sok pont konvez burka). 
P csúcsai akkor és csak akkor egész koordinátájúak, ha minden c € 2" esetén 
maxícr: ze P) egész szám. 

Bizonyítás. Az állítás egyik iránya nyilvánvaló: A maxícz: r € P) optimalizálási 
feladat optimuma felvevődik P egy csúcsában is. Így ha P összes csúcsa egész 
koordinátájú, akkor az optimum értéke is egész lesz (amennyiben c koordinátái is 


egészek). 
Az állítás másik irányához feltesszük, hogy max(cz: z € P) egész minden 
c € N" esetén. Legyenek ci, c2, ..., €n lineárisan független vektorok, amelyeket 


célfüggvénynek választva az optimalizálási feladat optimuma zo-ban vevődik fel. 
Ekkor a c; vektorok egy € nemnegatív együtthatós lineáris kombinációja esetén 
maxí(őr: z € P) (egyik) optimuma zo lesz. €-ot egy , gazdag? halmazból választ- 
hatjuk. Könnyen választható egy olyan egész koordinátájú pont (rácspont), hogy 
ez és ennek összes szomszédos rácspontja is , lehetséges €". (Két egész koordinátájú 
pont szomszédos, ha egyetlen koordinátában különböznek, amikor is a két eltérő 
koordináta különbsége 1.) Ekkor a megfelelő optimalizálási feladatok optimuma 
ro-ban vevődik fel, és az optimum értéke egész lesz. Két szomszédos rácspontot 
választva célfüggvénynek, a megfelelő optimumok eltérése zo megfelelő koordiná- 
tája lesz. Ezt a gondolatot a kiválasztott rácspontra és az összes szomszédjára 
alkalmazva kapjuk, hogy xo összes koordinátája egész. n 
11.5.15. Következmény. Legyen PC R3o egy vz £ a (v € R3o, a € R) alakú 
egyenlőtlenségekkel definiált politóp. P csúcsai akkor és csak akkor egész koordiná- 
tájúak, ha minden c € N" esetén maxfcr: x€ P) egész szám. 

Bizonyítás. Az előző lemma bizonyítását kell módosítanunk. Az ott szereplő c; 
vektorok a definiáló egyenlőtlenségek (zi; — esz 2 0, vr S a) vektorai közül vá- 
laszthatók, így nemnegatív koordinátájúak lesznek. Ezek nemnegatív együtthatós 
lineáris kombinációi is nemnegatív koordinátájú vektorok. Így a bizonyításban 
kiválasztott rácspont és összes szomszédja N" egy eleme. TT] 


Ezek után már egyszerűen adódik a következő igen mély tétel: 


11.5.16. Tétel. A következő állítások ekvivalensek: 
(i) G perfekt, 
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(ii) G perfekt, 

(iii) tetszőleges w e NY vektorra maxíw:T:x E VP(Gy) z a(G, w), 
(iv) VP(G) csúcsai egész koordinátájú vektorok, 

(v) VP(G) — VP(G). 


Bizonyítás. (i)6(ii) a perfektgráf-tétel. 

(1) 0(iii) egy korábbi lemma állítása. 

A (ii) feltételből adódik, hogy tetszőleges w € NY vektorra maxíw a : 
TE VP(G)) egész. Így az előző lemma felhasználásával adódik (iv). (ivje (ii) 
nyilvánvaló. 

(ivjeív) könnyen meggondolható. . 


11.6. Univerzális gráfok 


Ebben a fejezetben jellemezzük az €(G) — a(G) tulajdonsággal rendelkező G 
gráfokat. Ehhez szükségünk lesz néhány definícióra. 


11.6.1. Definíció. Legyen G és H két egyszerű gráf. G és H szorzata a GR H 
egyszerű gráf, ahol V(G W.H) — V(G) x V(H), és ((u,v), (w,v)) e E(G) (u,u e 
V(6), és v,v" € V(IH)) akkor és csak akkor, ha uw € E(G), vagy u € E(H). 


11.6.2. Lemma. a(GWH) 2 a(Gja(H). 


Megjegyzés. Egyenlőség nem mindig igaz. Erre egy példa a G — H — Cs eset. 
Ekkor a(G) — a(H) — 2, és a(G $1.H) — 5. 


11.6.3. Definíció. G univerzális, ha tetszőleges H gráfra a(GNI.H) — a(Gyal H). 
11.6.4. Tétel. (Rosenfeld tétele) a(G) — 8(G) akkor és csak akkor, ha G univer- 


zális. 

Bizonyítás. Legyen G egy gráf, amelyre a(G) — €(G). Indirekt módon tegyük 
fel, hogy G nem univerzális, azaz létezik olyan H gráf, amelyre a(G H.H) 5 
5 a(G)ja(H). Legyen A egy a(GB.H) méretű független halmaz GSIH-ban. Legyen 
aa: V(G H.H) 6 V(G) és ru: V(G AH) 5 V(H) a VIG A. H) — V(G) x V(H) 
ponthalmaz projekciói komponenseire. Egy v € V(G) csúcs esetén legyen Ay azon 
a € A pontok halmaza, amelyekre 7G(a) — v (11.6.5. ábra) 

Legyen wy — láv]. Ekkor A — UvevigyáAv, és így DVEVIG) We — JA — 
— a(GXH). Ha K egy klikk G-ben, akkor a íry(Av)hvex halmazok diszjunktak, 


és WyexTH(ÁAv) független H-ban. Tehát (W.vev(a) 5 (a) vevo € VP(G. 
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wsA4 





van) 
11.6.5. ábra 
ís Dvevtoyláel  a(GRH) 
az a ET atm 70 


Az ellentmondás az ekvivalencia egyik irányát bizonyítja. 

A másik irányhoz legyen G egy univerzális gráf. Ismét indirekt mé módon bi- 
zonyítunk. Tegyük fel, hogy €(G) 2 a(G). Legyen (Wa)vev(G) egy VP(G- -beli 
vektor, amelynél az G(G)-re vonatkozó optimalizálási feladat optimuma felvevődik. 
Ez választható O"(9.ből, azaz racionális vektornak. Legyen d a koordináták ne- 
vezőinek egy közös többszöröse. Ekkor (W.Jvevta) — (3) vevígy ahol my egész 


minden v € V(G)-re. Ez a vektor VP(G)-beli, továbbá optimális vektor. Azaz ha 
K egy teljes részgráf csúcshalmaza, akkor 


ET sL és Y BG) 5 a(G). 
EK vEV(G) 

Legyen H a következő egyszerű gráf: Vegyünk fel (H.)vevre) diszjunkt hal- 
mazokat úgy, hogy [Hol — mu; V(H) - Üvevigy Hu; két V(H)-beli pont, (x,y), 
össze van kötve, ha különböző H, halmazba esnek (z € H,, ésy c H,, ahol u Z v), 
és uv g E(G). Azaz 

H- GÍKm, : ve V(G)]. 


Vizsgáljuk meg a GGI.H gráfot. Ekkor Uvevrgy(fv) x H,) egy DveVIG) my — 
7 dá(G) 2 da(G) elemszámú független halmaz. 

Vizsgáljuk most H-t. Ha K egy teljes részgráf ponthalmaza G-ben, akkor 
UexHa egy független halmaz. Az is könnyen meggondolható, hogy a(H) -— 
- MaxXK 2 VEK my £ d. 

Összefoglalva: a(G H.H) 5 da(G) 2 a(Gja(H). Az ellentmondás az állítást 
igazolja. . 
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A bizonyítás közben adódott a következő állítás: 
11.6.6. Következmény. Legyen G egy gráf. Ekkor tetszőleges H gráf esetén 


ési a(G 6 H) 
046) 2 TH) 2 a(6). 


12. Vegyes gráfosztályok 


Soros-párhuzamos gráfok e Élgráfok e Intervallumgráfok e Húrgráfok e Fa- 
metszet gráfok 


A gráfelmélet tárgyalásának befejezéseként megemlítünk néhány további gráf- 
osztályt. Ezeket az érdeklődő olvasó feladatként foghatja fel úgy, hogy a módszerek 
mélyebb megértéséhez az eddigi kérdéseket megfogalmazza, vizsgálja és keresi a 
válaszokat. 

e kk kk 


12.1. Definíció. G soros-párhuzamos gráf, ha egy élből megkapható a következő 
operációk segítségével: 

(i) Egy élt felosztunk egy új ponttal. 

(ii) Egy létező él mellé egy párhuzamos élt rakunk. 


12.2. Definíció. Egy G gráf élgráf, ha létezik olyan H gráf, amelyre G — L(H). 
12.3. Definíció.  G intervallumgráf, ha pontjai egy e egyenes intervallumainak 


feleltethetök meg úgy, hogy két pont akkor és csak akkor legyen összekötve, ha a 
megfelelő intervallumok metszőek. 


12.4. Definíció. G egy húrgráf, ha G csúcsai egy kör húrjainak feleltethetők meg 
úgy, hogy két csúcs akkor és csak akkor legyen összekötve, ha a megfelelő két húr 
metszi egymást. 


12.5. Definíció. G egy fametszet gráf, ha G csúcsai egy T fa részfáinak feleltethe- 
tők meg úgy, hogy két csúcs akkor és csak akkor legyen összekötve, ha a megfelelő 
két részfának van közös pontja. 





Jelölések 


A(G): 
A(K,o): 


Auto(G): 
Aut(Gy: 


(B, JX 


Az Edmonds-algoritmus futásának utolsó fázisában a belső pontok 
ősei. (132. old.) 

Általánosított vágást alkotó három csúcshalmaz egy általánosított há- 
lózat gráfjában. (92. old.) 

Egy alternáló erdő egy komponensében lévő két külső pontot összekötő 
él által definiélt C körhöz tartozó , alsó" csúcs. (127. old.) 

A magyar módszer futtatása során címkét kapott alsó pontok halmaza. 
(112. old.) 

A magyar módszer futtatása során pozitív címkét kapott alsó pontok 
halmaza. (112. old.) 

Egy konvex sokszög e egyenest metsző átlóinak és oldalainak halmaza. 
(215. old.) 

A G gráf szomszédsági mátrixa. (5. old.) 

AG irányított gráf szomszédsági mátrixa. (22. old.) 

AG gráf D(G) ponthalmazának szomszédsága. (134. old.) 

Az A algoritmus outputja az utazóügynök-probléma (KC) inputja 
esetén. (157. old.) 

A magyar módszer futása alatt az alsó, párosítatlan csúcsok halmaza. 
(107.old) 

A magyar módszer futása alatt az alsó, párosított csúcsok halmaza. 
(107. old.) 

A G gráf csúcshalmazának azon permutációi, amelyek előállnak vala- 
mely automorfizmus hatásaként a pontokon. (14. old.) 

A G gráf automorfizmuscsoportja. (7. old.) 

Egy alternáló erdő belső pontjainak halmaza. (125. old.) 

Egy vágás két oldala, amelyekre általában mint bal és jobb oldal hi- 
vatkozunk. (58. old.) 
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A magyar módszer és az Edmonds-algoritmus futása alatt a címkézett 
pontok halmaza. (108. old.) 


Az Edmonds-algoritmus futásának utolsó fázisában a címkézetlen pon- 
tok ősei. (132. old.) 


Az egy pontot és egy hurokélt tartalmazó gráfok izomorfiatípusa. 
(14. old.) 


A G gráf páratlan pontszámú komponenseinek száma. (121. old.) 

A két pontot és két párhuzamos élt tartalmazó gráfok izomorfiatípusa. 
(14. old.) 

Az e él egy feszítőfára vonatkozó alapköre. (40. old.) 

A Ö irányított gráf kör-él incidenciamátrixa. (62. old.) 

V(G) - (D(G) U A(G)). (134. old.) 

AG irányított gráf F feszítőfájára vonatkozó él-alapkör incidencia- 
mátrixa. (62. old.) 

A P részbenrendezett halmaz összehasonlítási gráfja. (274. old.) 

A H halmaz költsége a c költségfüggvényre nézve. (45. old.) 


A magyar módszer futása alatt az í címkét kapott pontok halmaza. 
(108. old.) 


: A következő optimalizálási probléma: Egy AA halmazrendszer , leg- 


drágább" elemének meghatározása a c költségfüggvényre nézve, 

(50. old.) 

Az a, minimális szám, amelyre teljesül, hogy c(n) általános helyzetű 
pontból a síkon garantáltan kiválasztható n pont, amelyek egy konvex 
n-szög csúcsai. (230. old.) 

Az n pontú (és n élű) körgráfok izomorfiatípusa. (8. old.) 

Az n pontú (és n élű) irányított körgráfok izomorfiatípusa. (23. old.) 
Az R rendezett halmazon értelmezett irányított körgráf. (23. old.) 
A V vágás kapacitása. (83. old.) 

Az Edmonds-algoritmus futásának utolsó fázisában a külső pontok 
ösei. (132. old.) 

A G gráf maximális fokszáma, (163. old.) 

A G gráf azon v pontjainak halmaza, amelyekre G — v-ben van maxi- 
mális elemszámú (v(G) élű) párosítás. (134. old.) 

A G gráf átlagos fokszáma, azaz d(G) - TV: (164. old.) 
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deu(zy): Az z és y csúcsok távolsága a G gráfban, amely éleinek hosszát az 
1: E(G) 5 Rt függvény adja meg. (36. old.) 


de(v): A G gráf v csúcsának fokszáma. (28. old.) 

dalz,y)  — AG vgráfz és y csúcsainak távolsága. (36. old.) 

dív): Egy gráf v csúcsának fokszáma. (28. old.) 

dt (v): Egy irányított gráf v csúcsának befoka. (28. old.) 

d7 (vh: Egy irányított gráf v csúcsának kifoka. (28. old.) 

díz,y): Egy gráf x és y csúcsainak távolsága. (36. old.) 

ee(n): Egy konvex n-szög csúcsai között előforduló egységtávolságok maxi- 
mális száma. (214. old.) 

E(Gy: A G gráf élhalmaza. (3., 13. old.) 

eln): Egy n elemű ponthalmaz által meghatározott távolságok között az 
egységtávolságok maximális száma. (212. old.) 

En: Az n pontú, élt nem tartalmazó gráfok izomorfiatípusa. (7. old.) 

efny: Egy n hosszú pontsorozat által meghatározott távolságok között az 
egységtávolságok maximális száma. (212. old.) 

STEP) Egy irányított gráfban egy irányítatlan értelemben vett P út azon élei- 
nek halmaza, amelyek az út egy rögzített bejárásával azonos irányúak. 
(84. old.) 

E-(P): Egy írányított gráfban egy irányítatlan értelemben vett P út azon 


éleinek halmaza, amelyek az út egy rögzített bejárásával ellentétes 
irányúak. (84. old.) 


e(Pi,..., Pa): A PR.,..., Pa pontok által meghatározott egységtávolságok száma. 


(212. old.) 
E(S): Az S séta élhalmaza. (16. old.) 
Es: Az § ponthalmazon értelmezett üres gráf. (7. old.) 
Euw: Egy gráf u és v csúcsait összekötő élek halmaza. (13. old.) 


ETV: Egy irányított gráf V gyökeres vágásánál azon élek halmaza, amelyek 
a vágás kitüntetett oldaláról indulnak és a másik oldalon végződnek. 
(58, 92. old.) 

E (WV: Egy irányított gráf V gyökeres vágásánál azon élek halmaza, amelyek 
Aa vágás kitüntetett oldalán végződnek és a másik oldalról indulnak ki. 
(58. old.) 

Ex: Egy irányított gráfban az x csúcsba befutó élek halmaza. (82, 
192. old.) 
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E 


az 


extín; 6): 
extín; Go): 


extín; H): 


ext(p,g; 0): 


Fe: 
fa(ky: 


És: 


út; 


hedeé 
G/fe: 
gen(G): 
genus(F): 
G—F: 
GlF: 
G— H: 
GnH: 
GUH: 
GR H: 
GB H: 
GO H: 
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Egy irányított gráfban az z csúcsból kifutó élek halmaza. (82. old.) 
Az a minimális m szám, amelyre teljesül, hogy egy n pontú, m élű 
egyszerű gráf biztosan tartalmaz §-beli részgráfot. (208. old.) 

Az a minimális m szám, amelyre teljesül, hogy egy n pontú, m élű 
egyszerű gráf biztosan tartalmaz Gb-lal izomorf részgráfot. (204. old.) 


Az a minimális m szám, amelyre teljesül, hogy egy m elemű interval- 
lumhalmaz, amely elemeinek végpontjai adott n pont közül kerülnek 
ki egy egyenesről, garantáltan tartalmazza intervallumok egy 7£ kon- 
figurációját. (218. old.) 

Az a minimális m szám, amelyre teljesül, hogy egy p x g méretű, m 
darab 1-est tartalmazó 0-1 mátrix biztosan tartalmaz C almátrixot. 
(216. ola.) 


A magyar módszer futtatása során címkét kapott felső pontok hal- 
maza. (112. old.) 


A G gráf jó, (1,2,...,k) színeket használó színezéseinek száma. 
(197. old.) 


A magyar módszer futása alatt a felső, párosítatlan csúcsok halmaza. 
(107.old) 

A magyar módszer futása alatt a felső, párosított csúcsok halmaza. 
(107. old.) 


A G, síkra rajzolt gráf duálisa. (251. old.) 

AG gráf egyszerűsített gráfja. (14. old.) 

AG gráfból az e él elhagyásával kapott gráf. (18. old.) 

A G gráfból az e él összehúzásával kapott gráf. (197., 257. old.) 
AG gráf génusza. (263. old.) 

Az F zárt, irányított felület génusza. (263. old.) 

A G gráfból az F élhalmaz elhagyásával nyert gráf. (18. old.) 
A G gráf megszorítása az F élhalmazra, (19. old.) 

AG és H gráfok különbsége. (20. old.) 

AG és H gráfok metszete. (20. old.) 

AG és H gráfok uniója. (20. old.) 

A G és H gráfok erős direkt szorzata. (176., 281. old.) 

AG és H gráfok kizáró szorzata. (176. old.) 

AG és H gráfok Descartes-szorzata. (176. old.) 
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Gx H: AG és H gráfok direkt szorzata. (176. old.) 


G-— S: A G gráfból az S ponthalmaz elhagyásával nyert gráf. (18. old.) 

Gs: § egy G-beli séta. Gs a G gráfból minden egyes élének annyiszo- 
rozásával kapott gráf, ahányszor az § séta áthalad a megfelelő élen. 
(150. old.) 

Gls: AG gráf S ponthalmazra történő megszorítása. (6., 14. old.) 


(Gs,t,ch: AG irányított gráf, az s € V(G) nyelő, a t € V(G) forrás és a c : 
E(G) — R" kapacitásfüggvény által meghatározott hálózat. (82. old.) 
(Gs.t,ev,ep): AG irányított gráf, az s € V(G) forrás, a t € V(G) nyelő, a 
cv : V(GYV(5.t) — RT csúcskapacitás-függvény és a eg : E(G) — 
R! él-kapacitásfüggvény által meghatározott általánosított folyam. 


(92. old.) 
gr: AT felületre nem rajzolható gráfok. (258. old.) 
G — u: AG gráfból a v csúcs elhagyásával nyert gráf. (18. old.) 
Ha: A d-dimenziós hiperkocka izomorfiatípusa. (8. old.) 


HAG: A H gráf topologikus részgráfja a G gráfnak, (257. old.) 
HAG: A H gráf minorja a G gráfnak. (257. old.) 
HCG: A H gráf részgráfja a G gráfnak. (14., 19., 256. old.) 


Hs: Az § halmazon definiált hiperkocka. (8. old.) 

I, KGY: Egy gráf, illetve a G gráf illeszkedési relációja. (13. old.) 

Ig: A G gráf pont-él illeszkedési mátrixa. (4. old.) 

Ta AG irányított gráf pont-él illeszkedési mátrixa. (22. old.) 

di ő Az n x n-es egységmátrix. (viii. old.) 

(J): A , jóság" tulajdonság: A G gráf jó, ha ponthalmaza lefedhető a(G) 
darab klikkel. (277. old.) 

(53: A G gráf (J) tulajdonságú, ha található benne olyan klikk, amely az 
összes a(G) elemszámú független halmazt metszi. (278. old.) 

K: Egy alternáló erdő külső pontjainak halmaza. (125. old.) 

Ke Az n pontú teljes gráfok izomorfiatípusa. (7. old.) 

Kim: Egy n elemű és egy m elemű színosztályokkal rendelkező teljes páros 
gráf izomorfiatípusa. (27. old.) 

Ke: Az n pontú teljes irányított gráf izomorfiatípusa. (23. old.) 

Ks: Az S halmazon értelmezett teljes gráf. (7. old.) 


K s: Az S halmazon értelmezett teljes irányított gráf. (23. old.) 
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Ksr: 


I.sz Lz: 
IF Lz: 


Ez Le: 
L(03: 
T(G)y 
Dig: 
KP: 
KS: 
MU, JI: 


MŰ JI: 


MPI(G): 
MPI(G: 


Vita 
NT: 
Na(2): 
Na(2): 
n(G): 
Nu(XI: 
NP: 


N(X): 
OPT(K,c): 


per(M): 
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Az S és T halmazokon mint színosztályokon értelmezett teljes páros 
gráf. (27. old.) 

Az Li és La döntési problémák ekvivalensek. (235. old.) 

Az Li döntési probléma redukálható az L2 problémára, de nem ekvi- 
valens vele. (235. old.) 

Az Li döntési probléma redukálható az L2 problémára. (235. old.) 
AG gráf élgráfja. (20. old.) 

A G irányított gráf irányított értelemben vett élgráfja. (24., 192. old.) 
A G gráf í-szeresen iterált részgráfja. (194, old.) 

A P út hossza az ! távolságfüggvényre. (36. old.) 

Az § séta hossza az / távolságfüggvényre. (150. old.) 


Az M mátrix I sorhalmaza és J oszlophalmaza által definiált rész- 
mátrixa. (53. old.) 


Az M mátrixból az / sorhalmaz elhagyásával és a J-beli oszlopok 
megtartásával kapott mátrix. (53. old.) 

A G gráf párosítási politópja. (113. old.) 

Azon RF(O.beli (zeleecr(e) vektorok által meghatározott politóp, 
amelyekre teljesül, hogy minden e élre ze 2 0, és tetszőleges e és 
f szomszédos élek esetén r, try £ 1. (113. old.) 

Az u és v csúcsok között haladó élek száma. (13. old.) 

A pozitív természetes számok halmaza, N 4 (0). (197. old.) 

A G gráf párosítási polinomja. (140. old.) 

A G gráf párosítási polinomjának egy transzformáltja: 

Ne(lz) — D(—Din(GYatV(6M-3i, (140. old.) 

A G gráfban a k elemű párosítások száma. (140. old.) 

Az X ponthalmaz szomszédsága az M-beli élek , mentén" . (108. old.) 
A nemdeterminisztikus polinomiális algoritmussal megoldható döntési 
problémák halmaza. (242. old.) 

Az X ponthalmaz szomszédsága. (101. old.) 

A (KK, c) inputú utazóügynök-probléma optimális megoldásának költ- 
sége. (157. old.) 


A determinisztikus, polinomiális algoritmussal megoldható döntési 
problémák halmaza. (234. old.) 


Az M négyzetes mátrix permanense. (137. old.) 


Jelölések 
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p-extín; T): A T gráftulajdonságra és p gráfparaméterre vonatkozó extremális 


Pa: 


Pa(2): 
Paz 

Ba: 

Pk: 
Br: 
P(X): 
TE. 

Rt: 
Roo: 
rangyM: 
rang M: 
kar aie 
R(k): 


R(k, 1): 


R,(k): 


R(ka, ka... 


Rt(k): 


probléma küszöbfüggvénye. (203. old.) 

Az A és F színosztályokkal rendelkező G páros gráfot leíró alsó-felső 
csúcsok illeszkedési mátrixa. (26. old.) 

A G gráf kromatikus polinomja. (198. old.) 

Az n csúcsú útgráfok izomorfiatípusa. (7. old.) 

Az n csúcsú irányított útgráfok izomorfiatípusa. (23. old.) 

Az R rendezett halmazon értelmezett útgráf. (7. old.) 

Az R rendezett halmazon értelmezett irányított útgráf. (23. old.) 

Az X halmaz összes részhalmazának halmaza. (v. old.) 

Egy alternáló erdő gyökereinek halmaza. (125. old.) 

A pozitív valós számok halmaza. (vii. old.) 

A nemnegatív valós számok halmaza. (vii., 96. old.) 

Az M mátrix F test feletti rangja. (53. old.) 

Az M mátrix (valós számok teste feletti) rangja. (53. old.) 

Egy gyökeres erdő C komponensének gyökere. (125. old.) 

Az a minimális szám, amelyre teljesül, hogy egy R(k) pontú tel- 
jes gráf éleinek két színnel történő színezése esetén garantáltan lesz 
benne k elemű monokromatikus halmaz. Az R(k) számok úgyneve- 
zett Ramsey-számok. (224. old.) 

Az a minimális szám, amelyre teljesül, hogy egy R(k,1) pontú teljes 
gráf éleinek piros-kék színezése esetén garantáltan lesz benne k elemű 
monokromatikus piros halmaz vagy ! elemű monokromatikus kék hal- 
maz. Az R(k,1) számok úgynevezett Ramsey-számok. (224. old.) 

Az a minimális szám, amelyre teljesül, hogy egy R,(k) pontú teljes 
gráf éleinek s-színezése esetén garantáltan lesz benne k elemű monok- 
romatikus halmaz. Az R.(k) számok úgynevezett Rarmsey-számok. 
(225. old.) 

, ka): Az a minimális szám, amelyre teljesül, hogy egy R,(ka, . . .,ks) 
pontú teljes gráf éleinek s színnel történő színezése esetén valamely í-re 
garantáltan lesz benne i-edik színű k; elemű monokromatikus halmaz. 
Az R,(ki,....ks) számok úgynevezett Ramsey-számok. (225. old.) 
Az a minimális szám, amelyre teljesül, hogy egy RÍ(X) elemű alaphal- 
maz t elemű részhalmazainak tetszőleges s-színezése esetén garantál- 
tan lesz benne k elemű monokromatikus halmaz. Az Rf(k) számok 
úgynevezett Ramsey-számok. (226. old.) 
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Ré(ka ka... 


Rt(k): 


Rk]: 


Te: 


(S, AM): 


Tag 
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, ks): Az a minimális szám, amelyre teljesül, hogy egy RÉ(ka, . . . , ks) 
elemű alaphalmaz t elemű részhalmazainak tetszőleges s-színezése 
esetén garantáltan lesz benne valamely i-re k; elemű monokromati- 
kus halmaz az i-edik színben. Az RÉ(ki, . . . , ks) számok úgynevezett 
Ramsey-számok. (226. old.) 

Az a minimális szám, amelyre teljesül, hogy egy R:(k) elemű alaphal- 
maz t elemű részhalmazainak tetszőleges piros-kék színezése esetén 
garantáltan lesz benne k elemű monokromatikus halmaz. Az Rt(k) 
számok úgynevezett Ramsey-számok. (226. old.) 

Az a minimális szám, amelyre teljesül, hogy egy R"(k,2) elemű alap- 
halmaz t elemű részhalmazainak tetszőleges piros-kék színezése esetén 
garantáltan lesz benne k elemű monokromatikus piros halmaz vagy / 
elemű monokromatikus kék halmaz. Az Rt(k,1) számok úgynevezett 
Ramsey-számok. (226. old.) 


Egy gyökeres erdőben az z csúcs komponensének gyökere. (126. old.) 


Az X halmazon értelmezett valós értékű függvények halmaza. Véges 
X halmaz esetén R? azonosítható az RIX! vektortér elemeivel. Az 
azonosítás az X halmaz elemeinek tetszőleges felsorolása esetén ter- 
mészetes módon megadható. (vi. old.) 

A szépség? tulajdonság: Egy G gráf szép, ha wíG) — x(G). 
(269. old.) 

Egy G gráf (5) tulajdonságú, ha tetszőleges z csúcsához van T-et 
tartalmazó olyan független halmaz, amely G minden maximális elem- 
számú klikkjét metszi. (271. old.) 


Egy G gráf (5) tulajdonságú, ha van olyan független halmaza, amely 
G minden maximális elemszámú klikkjét metszi. (271. old.) 

Az a minimális szám, amelyre teljesül, hogy az z ty — z egyenlet- 
nek van monokromatikus megoldása az (1, 2, . . . , sx ) halmazból annak 
tetszőleges k-színezése esetén. Lásd Schur tételét. (231. old.) 

Egy § alaphalmazon értelmezett matroid, amelynek független halma- 
zai az M halmazrendszert alkotják. (51. old.) 

A T gyökeres fa irányítása, ahol minden él a , gyökér felé" van irá- 
nyítva. (42. old.) 

AT gyökeres fa irányítása, ahol minden él a , gyökértől elfele" van 
irányítva. (42. old.) 

Az n pontú, k osztályú Turán-gráf. (167., 206. old.) 
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9: 

(9: 
(9 

Ve: 
(VE): 
Vá 
(VE, I: 


(V.E,K, B): 
Vf: 

V(G: 
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VP(Gy: 
VP(GY: 


VP(GY: 


V(5): 
w(H): 


Wkh: 


Teh: 
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Gyökeres vágás. (58. old.) 

A V halmaz kételemű részhalmazainak halmaza. (v., 3. old.) 

AV halmaz k elemű részhalmazainak halmaza. (v. old.) 

Egy feszítőfa e éle által meghatározott alapvágás. (40. old.) 

Egy egyszerű gráf V csúcshalmaza és éleinek E halmaza. (3. old.) 
Egy e él végpontjainak halmaza. (13. old.) 

Egy gráf V csúcshalmaza, E élhalmaza és / illeszkedési relációja. 
(13. old.) 

Egy irányított gráf V csúcshalmaza, E élhalmaza KC VxE 
kifutni" relációja és BC V x E , befutni" relációja. (21. old.) 

Az f folyam értéke. (83. old.) 

A G gráf ponthalmaza. (3., 13. old.) 

A Ö irányított gráf él-vágás incidencia (illeszkedési) mátrixa. 

(60. old.) 

AG irányított gráf F feszítőfára vonatkozó él-alapvágás incidencia 
filleszkedési) mátrixa. (60. old.) 

AG gráf pontpakolási politópja. (169. old.) 

Azon R/0).beli (tvevroy vektorok által meghatározott politóp, 
amelyekre teljesül, hogy minden v csúcsra z, 2 0, és tetszőleges u 
és v szomszédos csúcsok esetén T., t Ty £ 1. (170. old.) 

Azon R/CLbeli (z)vevrgy vektorok által meghatározott politóp, 
amelyekre teljesül, hogy minden v csúcsra r, 2 0, és tetszőleges K 
klikk esetén esetén fex Tu S 1. (276. old.) 

Az S séta ponthalmaza. (16. old.) 

A H halmaz súlya a w súlyfüggvénynél. (279. old.) 

Az a minimális szám, amelyre teljesül, hogy (1, 2, . . . , w,n) tetszőle- 
ges k-színezésénél lesz benne A hosszú (nem konstans) monokromati- 
kus számtani sorozat. Lásd Van der Waerden tételét. (232. old.) 

Az n pontú kerekek izomorfiatípusa. (57. old.) 

Az a. minimális szám, amelyre teljesül, hogy az (1, 2, . . . , we,n) halmaz 
tetszőleges ews, n elemű részhalmazában van A hosszú (nem konstans) 
számtani sorozat. Lásd Szemerédi Endre tételét. (232. old.) 

Az z € RO) vektor azon komponense, amely a v € V(G) csúcsnak 
felel meg. (170. old.) 


a(G, w): 


A(G, w): 


Armohó r(G): 


xc- 
X(0): 
Xe(G): 
x(G): 
Xxr(Gy: 


őe(X): 


6(GY: 
ő(X): 


KelG): 


K(GY: 
Nan: 


Éz 
3 n: 


ps: 


Jelölések 


Az Y halmazon értelmezett X értékű függvények halmaza. (ív. old.) 
X és Y halmazok diszjunkt uniója. (v. old.) 

A G gráf maximális elemszámú független ponthaimazának mérete. 
(161. old.) 

Az1-z skaláris szorzat maximuma, ahol r a. VP(G) politóp elemein 
fut keresztül. (170. old.) 

Az 1: z skaláris szorzat maximuma, abol z a VP(G) politóp elemein 
fut keresztül. (276. old.) 


A w- skaláris szorzat maximuma, ahol z a G gráf pontpakolási 
politópjának elemein fut keresztül. (279. old.) 

A w : x skaláris szorzat maximuma, ahol z a VP(G) politóp elemein 
fut keresztül. (279. old.) 


A G gráf csúcsainak x szerinti sorrendjét követő, független halmazt 
kereső mohó algoritmus outputjának mérete. (163. old.) 


A C halmaz karakterisztikus vektora. (vi., 73., 113. old.) 

A C halmaz karakterisztikus függvénye. (vi. old.) 

A G gráf élkromatikus száma. (103., 199. old.) 

A G gráf kromatikus száma. (174. old.) 

A G gráf csúcsainak er szerinti sorrendjét követő mohó színezési algo- 
ritmus által felhasznált színek szárna. (179. old.) 

Azon pontok halmaza, amelyre támaszkodik X élhalmazbeli él ís, és 
X-en kívüli is. (30. old.) 

A G gráf minimális fokszáma. (204. old.) 

Azon élek halmaza, amelyek egyik vége az X csúcshalmazba esik, míg 
másik vége X-en kívül van. (30. old.) 

A G gráf élösszefüggőségi paramétere. (80. old.) 

AG gráf összefüggőségi paramétere. (80. old.) 

Azon n x n-es, természetes számokat tartalmazó mátrixok hal- 
maza, amelyekben minden sorban és oszlopban az elemek összege 3. 
(137. old.) 

Azon n x n-es, természetes számokat tartalmazó mátrixok halmaza, 
amelyekben egy kivételével minden sorban és egy kivételével minden 
oszlopban az elemek összege 3, továbbá a kivételes sorban álló elemek 
összege és a kivételes oszlopban álló elemek összege ís 2. (138. old.) 
Egy S séta által definiált multiplicitásfüggvény az éleken. (150. old.) 


Jelölések 
VAGY: 


V(G): 
T(G): 


(GY): 


"eg: 


II 


0, 0, 09, 04: 


1, 1, 1g, lg: 


2X; 


297 


A G súlyozott gráf (c az éleken értelmezett súlyfüggvény) maximális 
súlyú párosításának értéke. (111. old.) 

A G gráf maximális elemszámú párosításának mérete. (99. old.) 

A G gráf minimális elemszámú lefogó ponthalmazának mérete. 

(100. old.) 

A G gráf maximális elemszámú klikkjének mérete. (192. old.) 
Reláció a G gráf csúcsai között. x v y akkor és csak akkor teljesül, 
ha létezik út z és y között. (33. old.) 

Reláció egy gráf csúcsai között. x " y akkor és csak akkor teljesül, ha 
létezik út x és y között. (33. old.) 

Reláció egy irányított gráf csúcsai között. x-?y akkor és csak akkor 
teljesül, ha a gráfban létezik Tj és gi irányított út is. (65. old.) 
Reláció egy gráf csúcsai között. z az y akkor és csak akkor teljesül, ha 
létezik két éldiszjunkt út z és y között. (71. old.) 

Reláció egy gráf éleinek halmazán. Egy e és egy f él akkor és csak 
akkor áll relációban, ha azonosak vagy egy körön vannak. (76. old.) 
d-dimenziós nullvektor. Legtöbbször a vektor dimenziója a, környezet- 
ből kiolvasható, és ekkor a d indexet nem tüntetjük fel. (viii. old.) 
d-dimenziós vektor, amelynek minden komponense 1. Legtöbbször a 
vektor dimenziója a környezetből kiolvasható és ekkor a d indexet nem 
tüntetjük fel. (viii. old.) 


Az X halmaz összes részhalmazának halmaza. (v. old.) 


Név és tárgymutató 





..148 
102 
122 
. 40 
. 62 
40 
. 60 





alapkör-él incidenciamátrix . . . 
alapvágás 
alapvágás-él incidenciamátrix . 
algoritmus 

approximációs m............ 157 














,50 
117 


c-max( AM) megoldására. 
determinisztikus A 








Dijkstra-e .. 37 
Edmonds-- . .132 
Fleury- .149 





Ford—Fulkerson- 
kínai postás ca . . 





. 152 
. 46 
Maximális folyamot kereső — . 86 
"v maximális elemszámú 









párosítás keresésére .107 
mohó s... . 49, 73 
mobó színezési re 178, 179 
Polinomiális e . , . . 234 





Prim-a 1... 48 
véletlen számokat használó 117 
általános helyzetű ponthalmaz . . . . 229 





általánosított folyam 
re értéke ........ 
megengedett sv... 3 
általánosított hálózat. ............. 
áltatánosított maximális folyam— 
minimális vágás tétel . . . . . . . . . . . 93 
általánosított s-t vágás. .......... 92 
általánosított vágás. 
"s kapacitása 
alternáló erdő . . 
"s belső pontja 
"s külső pontja 
ÁAPDÓL Kellesz sea zsééles 
approximációs algoritmus . 
A típusú 1-es.. . , , . . 
automorfizmus, gráf. 
egyszerű gráf va.............. 7 
csok szorzata 
automorfizmus, irányított gráfé . . . . 25 






















automorfizmuscsoport . . s... 14 
Beck József . 213 
befok. . . . . .28 
belső pontok . 125 
Berge, C...... . 106, 270 
Berge-formula . . .123 
Berge-lemma , . . . 106 





bináris keresés . 234 


Boruvka algoritmusa . . 
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B típusú 1-es. . 
" indexe. 





Cayley, ÁL. szsszíessezesszsréeret 
Chudnowsky, M 
cseresznye . . . . 

"a középpontja . 










izolált 5......... 
csúcs elhagyása, gráfból . a 
csúcs elhagyása, irányított gráfból . 24 
csúcs felfújása vgy 
csúcshalmaz szomszédsága ..101 
C típusú 1-es 217 

cv indexe, . .. 217 



















deformáció... sssszzszeszessíres 
deMorgan, A. 

Descartes-szorzat, gráfok: 176 
Descartes-szorzat, halmazoké . sv 
determinisztikus algoritmus . hay 


Dijkstra-algoritmus......s2sssssess 37 
Dilworth tétele 
dinamikus programozás a 
direkt szorzat, gráfoké . . . . . . . . . . . 








diszjunkt halmazok. .........ssssss v 
diszjunkt unió, halmazoké . . . . . . . . . v 
döntési problémák.............2.. 234 
duális gráf ...sssszssssssessásásás 251 
Edmonds-algoritmus, . ,........... 132 
Egerváry Jenő .. 





egységmátrix . 
egyszerű irányított gráf...........- 22 
egyszerű gTÁf......ssszssesrensszsse 3 


Név és tárgymutató 


cv automorfizmusa . 
"sok izomorfiája . . . 
"v részgráfja 











nana 









egyszerűsített gráf. . A 
ekvivalens síkra rajzolások 249 
Bless es zégizöza eévar e 3 


elvágó s... . .. . 70 
"a felosztása . . 205, 256 
"s Összehúzása . . 219, 257 
"o végpontja . . . ..3, 13 
él egybeolvasztási operáció sa ZŐT 
€l elhagyása, gráfból ... . . . . . . . . . . . . . 18 
él elhagyása, irányított gráfból. . . . . 24 
éldiszjunkt utak 
elemi mátrix 
elemi sorművelet 
elfajuló híd ke 
élfelosztás operáció . .. . . . . . . . 205, 256 
élfüggetlen utak 
















élgráf, irányított gráfé 
élhalmaz elhagyása, gráfból . 
élkromatikus szám 





élösszehúzás operáció . . . . . . . . . . . . . 257 
élszínezés . , 









jó v.. 
elvágó él 
elvágó pont . . . . . . . . . . 
elválasztás, s és t pontoké 
"v élhalmazzal ..... . . . . . . . . 

"v, irányított értelemben . 88 


"s ponthalmazzal............. 94 

"v, irányított értelemben .94 

ELZÜlösKÉŐ DONE sze renis szé Págeené 76 
elválasztó vágáshalmaz . . . . . . . . . . . 229 
erős direkt szorzat, gráfoké ... . . . . 176 
Erdős Pál.......... 209, 212, 228, 230 
Erdős Pál és Szekeres György tétele230 
Erdős Páltétele.................. 212 


Név és tárgymutató 301 






Ford —Fülkerson-algoritmus 
erős perfekt gráf sejtés. . , . . . 270 forr: 


erősen összefüggő irányított gráf Frobenius, F.G. 





















erősen összefüggő komponens . független élek... .................. 

érték, általánosított folyamé független halmaz, matroidban . .. . . 51 
érték, folyamé..................... 83 független ponthalmaz, gráfban . 9, 161 
Euler, L. 2... ss eses eseeezééeéeee éa All 311 ERR RÉL ÉRE ANENENES ETETETT 72 
Eulertétele...................... 147 irányított . ...67 
Euler-vonal ször 





nyílt s 
zárt sv. 





"s betoldásos növelése . . . 


li .. 67 
"a triviális bővítése . , . . . . . . . . 

















fülfelbontás . . . . és É 

fülragasztás operáció .............. 72 
fülragasztással felépíthető gráf , , . . . 72 
Füredi ZOKÁGesényeeerakéks ezet 217 
Füredi Zoltán tétele. .........,... 218 


GallaiEdmonds-struktúratétel . . 135 
génusz, felületé...............,...263 









vs SGVE[E sa sad EEG édes 41 
fametszet gráf , 285 génusz, gráfé..................... 263 
felfújás, ponté ..127 gráfinvarjáns . ..........szssszsssss 81 
felfújás operáció . . 272 
felosztás, gráfé . , 205 
felület génusza . . 263 "a automorfizmusa. . 
feszített részgráf... . , .. .... .15, 19 Pv CSÚCSA. lllllezázezreeé etes 
egyszerű gráf vja.............. 6 d-reguláris vv.........ssssss. 


feszítő részgráf . egyszerűsített rv. 
feszítőerdő 


feszítőfa 
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három ház—három 

kút rv. 
húre..... 
intervallumr 
ra irányítása. 









"sok izomorfiája 
jós 
karommentes 














kétszeresen összefüggő s . 
"s komplementere . , 
"a kör-él incidenciamátrixa . . . 73 
"s körmatroidja . . 
k-szorosan élösszefüggő r- . . . . 80 
k-szorosan összefüggő "v . .... 
k-szorosan pontösszefüggő ev. .80 
rvok különbsége . . . . . . . . . . . . . . 20 
"sok metszete . . . 20 
összefüggő "v .. 
páros s... 
perfekt a. 
cv pont-él illeszkedési mátrixa . . 4 
"a pont-él incidenciamátrixa . . . 4 
"e pontja . . 
ponttranzitív ev . 























"a síkra rajzolása 
síkra rajzolt — .. 
soros-párhuzamos c . 









csok uniója 


Név és tárgymutató 


univerzális s 281 























gráftulajdonság. . . ése 

Guthrie, F. .264 
gyenge perfekt gráf sejtés . . .271 
gyökeres erdő ; 2.42 
gyökeres fa . . . 474 b 
gyökeres vágás ..58 


Hadwiger-sejtés . . . 
Hajós tétele 
Haken, W. . 
Hall tétele. . k 
halmaz sűrűsége... ............... 232 
hálózat .. . . . . . . . . . FESS EEK KERET 82 

általánosított s 
Hamilton-kör 
Hamilton-út 

"s csavart bezárása . . 

rv triviális bezárása 
három ház—három kút 

gráf. 


.194, 266 














27, 255, 258 












háromszög-egyenlőtlenség. ..157 
hasonló pontok . ik 
határ, tartományé . . 248 
Heawood, P.J. . . 8, 189 


hernyó . 


híd. 

híd, részgráfra vonatkozó . . . . . . . . - 259 
fő lábai... zsssesvensekéséas 259 
elfnjuló össz s zaszésükzesásésk 259 

Hülbert, Dzs sövizeséégéss . 99 








hossz, úté súlyozott gráfban 
húr, köré . 





hurokél, irányított gráfban. . 


Név és tárgymutató 


huroktörvény..........s.sszssssssss 59 


illeszkedési reláció . . . . 
In, egységmátrix 
index 





B típusú 1-es ve............ 217 
C típusú 1-es se............ 217 
intervallumgráf . . . . . . . . . 185, 274, 285 


intervallumok konfigurációja . 219 
irányítás, gráfé 
irányítás eldobása 
irányított értelemben összefüggő 
irányított gráf . . . 
irányított fül . . . 
"v hozzáadása... 
nyílt "v.. 

zárt s... 
irányított gráf. 
"v automorfizmugsa . . . 























"9 hurokéle . . 
rvok izomorfiája . . 
ed köztölementete: Fi 
"v pont-él illeszkedési mátrixa.22 
"a pont-él incidenciamátrixa . . 22 
"s szomszédsági mátrixa 22 
teljes s... 
irányított kör . 
irányított körgráf. 
irányított körséta 
irányított körvonal 
irányított séta 
zárt s 
irányított út . , 
irányított útgráf... 
irányított vágás .. , 
irányított vonal... 
zárt a 



























izolált pont 

izomorfia, egyszerű grái 

izomorfia, gráfé........... 4. 
izomorfia, irányított gráfoké .25 
izomorfiatípus, gráfé................ 6 


JATÍLÓ ROKONA. eses szesz észákévgt 

javító út, hálózatban . 
rsekezdemény.......... 

javító út, egy párosításra nézve . . . 105 
rvekezdemény. . . . . . . . . . 

Jensen-egyenlőtlenség 








. 103, 198 














jó élszínezés 

parciális ev .... ..199 
jó gráf . 277 
jól karakterizált probléma . 102 
(J) tulajdonság . . 277 
(ÍJ) tulajdonság . . . 278 





kapacitás, általánosított vágásé . . . . 92 
kapacitás, vágásé ax 
kapacitásfüggvény . . . . . 82 
karakterisztikus függvény . 
karakterisztikus vektor 
Karmakar-módszer . . . 
karommentes gráf 
Kempe, A.B. ..... 
Kempe-láncok 













187, 188, 265 
. .189 
késel 
kerékgráf . ú .57 
kétszeresen élösszefüggő gráf .70 
kétszeresen élösszefüggő komponens71 
kétszeresen összefüggő gráf ... . . . . . 75 
kétszeresen összefüggő komponens . 76 
kezdőpont, irányított élé s Al 
kiegyensúlyozott felbontás, számé.166 
il . 28 
.142 
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kínai postás algoritmusa . 
Kirchhoff első tétele . . . 
Kirchhoff második tétele 
kizáró szorzat, gráfoké 









komplementer, gráfé 
komplementer, irányított grái 
komponens, gráfé 
kétszeresen élösszefüggő "v 
kétszeresen összefüggő - .. . . . 
Kőnig Dénes.......sssssssss. 
Kőnig-akadály . . . . 
König—Hall-tétel . 























irányított sv... 
kör-él incidenciamátrix 
kör, gráfban... ..... . 
Hamilton-s . . . 


"v összehúzása. 
"v gsugorítása . 


körgráf.....zssssseseseses 
irányított s. § 
körmérkőzés . . .24 
tranzitív e 229 
KÖZGŐÜK ése sözkéks eresz kütkb kétes 15 
96 hossza..sssszzéssssseáséses 17 
ÁTÁLGYÍLONE Fé xs sz ezése ves ieéő 24 
körvonal 











ev hossza 

irányított s. .24 
kromatikus polinom 198 
kromatikus szám . . . 174 


Kruskal-algoritmus . 
k-színezés, gráfé . . . . 
k-szorosan élösszefüggő gráf . . 








Név és tárgymutató 


s B 
. 80 
sss a0 
. 125 


k-szorosan összefüggő gráf .. . . 
k-szorosan pontösszefüggő gráf. 
különbség, gráfoké 
külső pontok 














lefogó halmaz. . . 100, 161 










logkonkáv sorozat 
Lovász László . . . . $e 
Lovász László tétele... .......... . 273 


Madet, Wise ézázáek det égeááássaa 220 








Mader-tétel . . . . . 220 
magyar módszer . . . 107, 110 
mátrix 
alapkör-él incidencias . . . . . . . . 62 
alapvágás-él incidenciars. . . . , . 60 
SET Zs a ek kzslév eret én tát 61 
kör-él incidenciars . . . . . . . . 62, 73 






cv permanengse. . . . . 
vágás-él incidenciarv . 


AZKÉLÉNL szász ak ápálérsű és 
"e független halmaza . . . . . . . . . 51 
TTÁÉ KÖTE az s ésáégz zésű 253 
maximális folyamot kereső 
BÍGÖKÍÉKAUK . sas s ak szeszá sáv ő 86 


megengedett általánosított folyam . 92 
megengedett folyam va82 
megmaradási feltételek . . . . 82 
megszorítás, egy élhalmazra . 19 
Mei-ko Kwan.. . 150 
mélységi keresés .44 










mélységi keresőfa . ...44 
Menger tétele . . . . . . . 81, 88, 89, 94, 95 
"s élfüggetlen utakra 
vonatkozó változat... . . . . . - 88 
es k-szoros élösszefüggőség 
jellemzésére . . . . . . . . . . . . 81, 89 


Név és tárgymutató 





jellemzésére . . . 
"s pontfüggetlen utakra 

vonatkozó változat. . . . . . . . 94 
metszet, gráfoké 
MFMC tétel. , . . 
minimális összefüggő gráf. ......... 39 
minimális erősen összefüggő gráf. . . 69 
minimális kétszeresen élösszefüggő 








minimális k-kromatikus gráf 
minimális k-szorosan élösszefüggő 














LN EZ ÉNELK L AS ÉS EEZÉ LEE 82 
. 194, 257 
mohó algoritmus. . ..49, 187 
c-max(M) megoldására... . , . . , 50 
"v független ponthalmaz 
keresésére . . . ...163, 167 
"a maximális költségű feszítőfa 
problémájára . 
módosított v útnövelésre 


Párosítási v...sssssssssss.. 
színezési 
"e útnövelésre . . . 
"o vonal növelésre . . . . 
manokrornatikus halmaz . . 














Piros, kék A............ 
négyszín-tétel..........sssss.. 265 
négyszín-sejtés . 99, 123, 194, 265, 266 


. .242 
242 
.82 
él 
.67 





nyílt irányított fül. . . . 





Ohm tétele 
ország 


összefüggő gráf . 
összehasonlítási gráf 












összehúzás operáció 219 
összekötött pontok . 3 
összekötöttség multiplicitása 948 


ötszín-tétel 





FŐtá-FIKÓVE s azza zéketes sé 156 
parciális jó élszínezés ..199 
párhuzamos élek, gráfban . . . as 
párhuzamos élek, irányított gráfban22 
PÁROS TAT a été anya ő ÉGEK É E 
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